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Introduction
La recherche ope´rationnelle est ne´e des casse-teˆtes logistiques impose´s aux
allie´s durant la seconde guerre mondiale. Le terme “ope´rationnelle” doit donc
eˆtre compris au sens militaire des ope´rations et ancre historiquement cette dis-
cipline dans le concret des proble`mes de terrain. Le chercheur ope´rationnel est
un mathe´maticien applique´ utilisant une boˆıte a` outils allant de la the´orie des
graphes a` l’optimisation combinatoire en passant par les statistiques et par l’in-
formatique the´orique afin de mode´liser et de re´soudre des proble`mes ayant trait
a` la technologie ou aux affaires humaines. Proble`mes au de´part souvent pose´s
de manie`re informelle et qu’il n’a ge´ne´ralement pas le privile`ge de choisir. Ce
faisant, il utilise ou de´veloppe des outils mathe´matiques ad hoc sans a priori
autre que celui de re´soudre le proble`me pose´ de manie`re ope´rationnelle, donc
adapte´ au contexte et aux contraintes de l’application. En sus des objectifs de
qualite´s des solutions obtenues, ces dernie`res rele`vent pour l’essentiel du ge´nie
logiciel : contraintes sur le temps d’exe´cution, sur le temps de mise en œuvre, sur
la maintenabilite´ ou encore sur le volume du logiciel re´sultant, notamment.
Par la suite, depuis la fin du vingtie`me sie`cle qui s’est accompagne´e d’une
ge´ne´ralisation de l’utilisation de calculateurs dans tous les domaines de la tech-
nologie, les inge´nieurs n’ont de cesse que de complexifier leurs cre´ations et ce
a` tous les niveaux. Pour ne citer que deux exemples, les autocommutateurs,
autrefois constituants e´le´mentaires des infrastructures de te´le´communications,
deviennent des syste`mes re´partis mettant en jeu des me´canismes complexes de
tole´rance aux pannes, et les microprocesseurs, autrefois de simples composants,
deviennent paralle`les et ressemblent de plus en plus aux supercalculateurs du
de´but des anne´es quatre-vingt-dix 1. Une conse´quence de tout ceci est que l’om-
nipre´sence de proble`mes difficiles d’optimisation discre`te n’est plus l’apanage des
grandes infrastructures, comme les grands re´seaux de te´le´communications ou de
distribution d’e´nergie.
De`s lors qu’il est ne´cessaire d’utiliser efficacement et de manie`re maˆıtrise´e un
ensemble de ressources inter-de´pendantes et en quantite´s limite´es, la pertinence
pratique des techniques issues de la recherche ope´rationnelle s’impose ou se ren-
force. Et c’est la` une tendance forte dans de nombreux domaines technologiques.
1. Mettre en perspective l’architecture du Cray T3D, commercialise´ en 1993, avec celles des
processeurs (massivement) multicœurs pre´sents sur le marche´ ou e´mergents.
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Si l’on conside`re le domaine de la compilation, par exemple, l’utilisation des
techniques d’optimisation combinatoire est longtemps reste´e confine´e a` l’e´tape
de finalisation de la production de code, le “backend”. Mentionnons notamment
les proble`mes d’affectation des registres et d’ordonnancement d’instructions pour
les processeurs VLIW. Or, l’ave`nement des multicœurs massifs, ve´ritables calcu-
lateurs paralle`les sur puce, induit une complexification importante du processus
de compilation et de´cuple le besoin en techniques d’optimisation a` tel point que
l’on peut dire, de manie`re image´e certes mais sans exage´ration, qu’une chaˆıne
de compilation pour une telle architecture est une ve´ritable usine a` the´orie des
graphes. Qui plus est, comme nous le verrons dans les pages de ce me´moire, on
trouve dans ce contexte un “cocktail explosif” d’instances de grande taille, de
donne´es incertaines ainsi que de multiplicite´ des crite`res a` optimiser.
Notre contribution a` l’optimisation combinatoire pour l’embarque´ se situe
dans ce contexte. Dans le cadre de nos responsabilite´s ope´rationnelles, d’architecte
syste`me dans l’industrie des te´le´communications puis d’encadrement d’e´quipe de
recherche en paralle´lisme embarque´ au CEA, nous avons eu a` poser, a` formali-
ser et a` re´soudre de nombreux proble`mes combinatoires initialement non ou mal
pose´s (voire dans certains cas mal re´solus), parfois en arrivant a` nous raccrocher,
par un travail de mode´lisation mathe´matique ade´quat, a` des techniques connues
(notamment les flots et la programmation line´aire), parfois en de´veloppant nos
propres me´thodes (mal ne´cessaire pour l’inge´nieur presse´, pain be´ni pour le cher-
cheur). Nous avons e´galement eu a` plusieurs reprises a` faire preuve de pe´dagogie
afin de faire adhe´rer a` ces solutions un public d’inge´nieurs parfois me´fiants envers
des techniques mathe´matiques qu’ils ne connaissent pas, qu’ils ont oublie´es ou
dont ils ne perc¸oivent pas la porte´e applicative syste´matique.
Ce me´moire d’Habilitation a` Diriger des Recherches est constitue´ de deux
parties : l’une consacre´e a` des applications de l’optimisation combinatoire en
te´le´communications, l’autre en paralle´lisme embarque´.
La premie`re partie couvre donc une partie des travaux en optimisation com-
binatoire que nous avons mene´s dans l’industrie des te´le´communications, entre
2001 et 2007.
Le chapitre 1 pre´sente une se´lection de proble`mes industriels que nous avons
re´solus a` l’aide des techniques issues de la recherche ope´rationnelle. Il s’agit no-
tamment de proble`mes de configuration de cellules radios (affectation bipartie),
de re´partition de cellules sur des liens (bin-packing) et de partage e´quitable de
ressources (the´orie des syste`mes e´lectoraux), de minimisation de consommation
e´lectrique (sac a` dos non line´aire), d’affectation d’applications de traitement d’ap-
pels, ainsi que leurs re´plicas passifs, de manie`re a` garantir certaines proprie´te´s
de tole´rance aux pannes (partitionnement sous contraintes), ainsi que d’alloca-
tion dynamique de ressources de vocodage (flots). Ces travaux tre`s applique´s ont
donne´ lieu a` autant de me´thodes de re´solution qui sont ou ont e´te´ en ope´ration
dans les re´seaux de te´le´phonie mobile de grands ope´rateurs.
Le chapitre 2 revient brie`vement sur nos travaux de the`se de doctorat consa-
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cre´s a` l’e´tude d’un proble`me d’ordonnancement a` contraintes de ressources consis-
tant, e´tant donne´e une re´partition arbitraire admissible de processus de traite-
ment d’appels sur les processeurs d’un autocommutateur re´parti, a` trouver une
se´quence d’ope´rations (migrations de processus sans effet sur le service ou arreˆts
temporaires) de moindre impact par le biais de laquelle une autre re´partition ar-
bitraire, et fixe´e a` l’avance, peut eˆtre obtenue. La principale contrainte re´sidant
dans le fait que la capacite´ des processeurs du syste`me ne doit pas eˆtre de´passe´e
durant la reconfiguration.
Enfin, le chapitre 3 est consacre´ a` l’e´tude des proble`mes de synchronisation des
horloges pose´s par l’introduction de technologies de transport par paquets dans les
re´seaux GSM, traditionnellement oriente´s circuit, afin d’en re´duire les de´penses
d’exploitation (opex). Pour ce proble`me, nous avons de´veloppe´ une approche
simple et robuste, base´e sur la re´solution d’un programme line´aire dans R3 et per-
mettant de synchroniser avec une pre´cision extreˆmement e´leve´e (conforme´ment
aux exigences du standard GSM) la fre´quence de deux horloges au travers d’un
re´seau paquet asynchrone sur lequel circulent des flux temps re´el bidirectionnels
de paquets estampille´s. Cette approche a e´te´ de´ploye´e sur le terrain en conditions
re´elles.
La seconde partie de ce me´moire, quant a` elle, pre´sente une partie des tra-
vaux en optimisation que nous avons mene´s et que nous menons actuellement au
sein de la Direction de la Recherche Technologique du Commissariat a` l’E´nergie
Atomique, a` Saclay, depuis fin 2007.
Le chapitre 4 pre´sente succinctement nos activite´s de recherche sur le pa-
ralle´lisme embarque´. Ces travaux s’articulent autour des trois the`mes suivants :
langages et mode`les de programmation paralle`les adapte´s a` de multiples contextes
applicatifs (traitement du signal et de l’image, notamment), chaˆınes de compi-
lation pour processeurs paralle`les (que ce soit en termes de mode´lisation, de
dimensionnement, de preuve et d’optimisation ainsi qu’en termes plus techniques
d’e´dition des liens complexe et de manipulation des binaires), mode`les d’exe´cution
et architecture syste`me. Ces travaux de´finissent le socle de notre contribution en
optimisation combinatoire applique´e au paralle´lisme embarque´.
Dans le chapitre 5 nous e´tudions plusieurs proble`mes combinatoires difficiles
en relation avec le placement/routage de re´seaux de processus sur architectures
paralle`les clusterise´es : proble`mes de partitionnement de graphes sous contraintes
de capacite´ multidimensionnelles (pour la de´composition du re´seau de processus
en sous-ensembles de taˆches cluster-compatibles sur le plan des ressources afin
de minimiser les e´changes inter-clusters), proble`mes d’affectation quadratique (de
manie`re a` placer les sous-ensembles de taˆches sur les clusters physiques en tenant
compte d’un crite`re de distance, lie´ a` la latence induite par le plan de routage)
et proble`mes de multi-flot avec contraintes d’unicite´ de chemins (pour le calcul
des chemins d’acheminement sur le re´seau sur puce sous contraintes de capacite´
des liens du re´seau). Nous e´tudions e´galement une version stochastique de notre
proble`me de partitionnement de graphe.
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Le chapitre 6 est consacre´ a` une approche du proble`me de la ve´rification de
l’absence de deadlock et du dimensionnement des tampons associe´s aux canaux
d’un re´seau de processus (pour une exe´cution sans deadlock, borne´e en me´moire)
a` l’aide de la programmation line´aire. En particulier, nous avons montre´ comment
ramener la preuve de l’absence de deadlock dans un tel re´seau a` l’incohe´rence d’un
syste`me line´aire d’ine´galite´s en nombres entiers. Nous avons e´galement e´tendu
cette approche afin de fournir un oracle polynomial permettant de de´cider si un
re´seau de processus flot de donne´es peut eˆtre exe´cute´ sans deadlock, en me´moire
borne´e (et par la` meˆme de fournir une borne supe´rieure sur la taille des tampons
permettant une telle exe´cution). Cet oracle est bien e´videmment suˆr, au sens ou`,
si il peut e´liminer des syste`mes corrects, il ne laisse par contre pas passer de
syste`mes incorrects.
Enfin, le chapitre 7 re´sume les travaux re´alise´s dans le cadre de la the`se de
Sergiu Carpov sur les proble´matiques combinatoires d’ordonnancement en rela-
tion avec le pre´chargement (possiblement spe´culatif) de donne´es pour les re´seaux
de processus flot de donne´es
Ce me´moire se conclut par un chapitre sur nos perspectives de recherche dans







Les travaux pre´sente´s dans cette premie`re partie ont e´te´ mene´s entre juillet
2001 et octobre 2007 dans le cadre de mes responsabilite´s d’architecte syste`me
au sein de la division Sous-Syste`me Radio de la R&D de l’e´quipementier te´le´com
Nortel.
Le chapitre 1 pre´sente une se´lection de proble`mes industriels re´els que nous
avons re´solus a` l’aide des me´thodes de la recherche ope´rationnelle. Parfois en nous
raccrochant a` des techniques connues, parfois en de´veloppant nos propres outils.
Ces travaux tre`s applique´s ont donne´ lieu a` autant de me´thodes de re´solution
ope´rationnelles qui sont ou ont e´te´ de´ploye´es en situation re´elle.
Le chapitre 2 revient brie`vement sur nos travaux de the`se de doctorat consa-
cre´s a` l’e´tude d’un proble`me d’ordonnancement a` contraintes de ressources. Il
s’agit la` encore d’un proble`me de terrain puisque pose´ dans le cadre de l’ope´rabili-
te´ d’un syste`me temps re´el re´parti a` haute disponibilite´.
Enfin, le chapitre 3 est consacre´ a` l’e´tude des proble`mes de synchronisation
des horloges pose´s par l’introduction de technologies de transport par paquets
dans les re´seaux GSM. Il s’agissait en 2007 d’un proble`me critique pour l’indus-
trie des te´le´communications mobiles, force´e d’e´voluer vers ces technologies pour
des raisons de couˆt sans pour autant mettre en pe´ril le bon fonctionnement des
re´seaux. De nouveau, la me´thode pre´sente´e, fonde´e sur la programmation line´aire,




Une se´lection de proble`mes
d’affectation de ressources
1.1 Introduction
Historiquement, l’industrie des te´le´communications a toujours e´te´ l’un des
principaux pourvoyeurs des proble`mes combinatoires les plus redoutables, prin-
cipalement dans les domaines lie´s a` la conception, au dimensionnement et a`
l’exploitation des grands re´seaux. La conception des e´quipements en charge de
l’e´coulement du trafic au cœur de ces re´seaux, les autocommutateurs, se trouve
aussi eˆtre a` la source de proble`mes combinatoires aussi divers que varie´s.
De manie`re abstraite, un autocommutateur est un syste`me qui fournit une
quantite´ limite´e de certaines ressources (circuits, ports, liens, CPU, me´moire, etc.)
interde´pendantes qu’il convient d’utiliser efficacement. Dans un tel contexte, l’om-
nipre´sence de proble´matiques combinatoires n’est en rien surprenante. De plus,
le caracte`re temps re´el embarque´ de ces syste`mes impose un nombre important
de contraintes, par exemple sur le temps d’exe´cution ou sur la taille du logiciel a`
embarquer, quant aux solutions algorithmiques utilisables, en particulier lorsqu’il
s’agit de re´soudre des proble`mes NP -difficiles.
Dans ce chapitre, nous illustrons la diversite´ des proble`mes combinatoires
d’affectation de ressources que nous avons rencontre´s en conception d’autocom-
mutateurs pour la te´le´phonie cellulaire au travers d’une se´lection repre´sentative
de proble`mes re´els. En particulier, toutes les me´thodes de re´solution pre´sente´es
dans ce chapitre sont ou ont e´te´ de´ploye´es sur le terrain en situation re´elle.
Pour se fixer les ide´es, le contexte industriel, est le sous-syste`me radio (BSS)
des re´seaux GSM, le sous-ensemble du re´seau responsable des transmissions sur
l’interface radio, qui est a` la charge des stations de base (BTS), ainsi que de la
gestion de la ressource radio et du pilotage des transferts inter-cellulaires d’ap-
pels (handover), sous la responsabilite´ des controˆleurs de stations de base (BSC).
En quelques mots, toujours pour se fixer les ide´es, une BTS est une entite´ com-
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prenant des e´metteurs-re´cepteurs (TRX). Les BTS couvrent, avec des porteuses
diffe´rentes, des zones ge´ographiques appele´es cellules. Enfin, un BSC est un au-
tocommutateur connecte´ d’un coˆte´ a` plusieurs BTS et, de l’autre coˆte´, au cœur
de re´seau. Il est en particulier responsable du premier niveau de concentration du
trafic ainsi que du pilotage des BTS pour ce qui est de la gestion des ressources
sur l’interface radio. Cf. par exemple Mouly & Pautet (1992) ou Lagrange et al.
(2000) pour plus de de´tails sur l’architecture des re´seaux GSM.
Ces travaux ont fait l’objet d’un article dans le journal 4OR (Sirdey, 2007a).
1.2 Configuration optimale de cellule radio
Cette section traite du proble`me de configuration optimale d’une cellule radio
par l’affectation de groupes de canaux radios pre´de´finis appele´s trames TDMA,
aux e´metteurs-re´cepteurs (TRX) d’une BTS (Sirdey, 2006a). Un TRX est un
modem radio e´le´mentaire pouvant e´mettre ou recevoir de manie`re continue sur
une fre´quence donne´e.
1.2.1 Pre´liminaires
Soit T un ensemble de groupes de canaux radios. Soit X un ensemble de TRX.
Un groupe peut eˆtre affecte´ a` au plus un TRX et un TRX peut se voir affecter
au plus un groupe. E´galement, l’ensemble X est augmente´ d’un TRX factice note´
d, qui peut se voir affecter un nombre arbitraire de groupes. Un groupe affecte´
au TRX d est effectivement non affecte´ et lorsqu’au moins un groupe n’est pas
affecte´ on dit que la cellule est en mode de´grade´ dans la mesure ou` une partie du
service configure´ n’est pas rendu.
En raison de contraintes mate´rielles que nous ne de´taillerons pas ici, un groupe
ne peut pas force´ment eˆtre affecte´ a` n’importe quel TRX. L’ensemble des TRX
auxquels un groupe t ∈ T peut eˆtre affecte´ est note´ X(t). Notons que pour tout
t ∈ T , d appartient a` X(t).
De plus, un ensemble S de services est de´fini. Chaque groupe t ∈ T requiert
un ensemble S(t) ⊆ S de services et chaque TRX x ∈ X fournit un ensemble
de services note´ S(x) ⊆ S. Un groupe t ∈ T peut eˆtre affecte´ a` un TRX x ∈
X qui ne fournit pas l’inte´gralite´ des services requis par t, c’est-a`-dire tel que
S(t) \ S(x) 6= ∅. Lorsque cela arrive, la cellule est e´galement en mode de´grade´.
Enfin, chaque groupe posse`de un niveau de criticite´ 0, 1, 2, . . . Par exemple,
certains groupes doivent eˆtre affecte´s sinon la cellule ne peut passer aucun appel
(typiquement le groupe du canal balise). Le niveau de criticite´ d’un tel groupe
est ge´ne´ralement e´gal a` 0 (le plus critique).
Grossie`rement, le proble`me consiste alors a` trouver la “meilleure” affectation
des groupes aux TRX au sens d’une fonction e´conomique de´finie a` la section
suivante.
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1.2.2 Fonction e´conomique




1 si t est affecte´ a` x,
0 sinon.
Nous allons maintenant de´finir une hie´rarchie de fonctions e´conomiques qui
refle`te les diffe´rentes facettes du proble`me.
Tout d’abord, les niveaux de criticite´ doivent eˆtre pris en compte. En parti-
culier, les groupes de plus haute criticite´ doivent eˆtre affecte´s meˆme si ce faisant
tous les groupes de criticite´ moindre ne peuvent l’eˆtre. Ceci peut eˆtre re´alise´ en





ou` C(t) est le niveau de criticite´ du groupe t ∈ T et, H e´tant la valeur la
plus e´leve´e de niveau de criticite´, ou` la fonction de ponde´ration W est de´finie
re´cursivement par W (H) = 1 et, pour c = H − 1, . . . , 0,
W (c) = W (c+ 1)(|T (c+ 1)|+ 1),
avec T (c) = {t ∈ T : C(t) = c}.
Deuxie`mement, le service rendu doit eˆtre pris en compte. Cela se fait en






|S(t) \ S(x)|δtx. (1.2)
Soulignons que le terme |S(t)\S(x)| peut eˆtre remplace´ par une somme ponde´re´e
sur l’ensemble S(t) \ S(x) lorsque les services ont des impacts diffe´rents.
La troisie`me fonction e´conomique permet de tenir compte des ajouts, des
retraits et des de´faillances de TRX. Par exemple, un TRX peut tomber en panne
a` tout moment et, lorsque la de´faillance survient, le syste`me doit reconfigurer la
cellule de manie`re a` assurer le meilleur fonctionnement possible avec un TRX de
moins. La nouvelle affectation est ensuite obtenue en appliquant une se´quence de
re´affectations, sachant que lors d’une re´affectation, tous les appels en cours sur
les canaux du groupe sont perdus et que ces canaux sont indisponibles pendant
toute la dure´e de l’ope´ration. Soit R(t) le couˆt de re´affectation du groupe t (qui
est typiquement fonction de son niveau de criticite´) et soit
γtx =
{
1 si t est pre´sentement affecte´ a` x,
0 sinon.
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Il suit que t ∈ T doit eˆtre re´affecte´ si et seulement si ∑x∈X(t)\{d}(1− γtx)δtx = 1.






R(t)(1 − γtx)δtx. (1.3)
Enfin, les aspects lie´s aux services sont de nouveau pris en compte par la






(H − C(t) + 1)|S(x) \ S(t)|δtx. (1.4)
Ce dernier objectif permet de s’assurer, autant que faire se peut, que les groupes
les plus critiques sont affecte´s aux TRX qui leurs sont le plus adapte´s. Ceci de
manie`re a` diminuer la probabilite´ qu’ils soient victimes d’une re´affectation, par
exemple sur de´faillance TRX.
Pour obtenir la fonction e´conomique du proble`me, les fonctions (1.1), (1.2),





ou` les λi ont e´te´ choisis de manie`re a` obtenir une hie´rarchie stricte de crite`res
i.e., de manie`re a` garantir qu’un gain arbitrairement e´leve´ dans un crite`re j > i
ne justifie pas une perte ne serait-ce que d’une unite´ dans le crite`re i. En ce sens,
il s’agit d’un proble`me multicrite`re que les exigences applicatives permettent de
ramener a` un proble`me monocrite`re.
1.2.3 Me´thode de re´solution
Dans la mesure ou` la fonction e´conomique (1.5) est line´aire, il est aise´ de
voir que le proble`me peut eˆtre mode´lise´ par un flot sur un re´seau de transport et
re´solu avec un algorithme de flot de couˆt minimum (en re´alite´ il s’agit meˆme d’un
proble`me de couplage sur un graphe biparti mais l’introduction du TRX factice
perturbe quelque peu la structure du proble`me).
La figure 1.1 donne un exemple de re´seau de transport pour une instance a` 3
groupes et 4 TRX. Les sommets s, t et d repre´sentent respectivement la source, le
puits et le TRX factice. Seules les capacite´s des arcs sont indique´es (le couˆt d’un
arc reliant s a` un sommet ou un sommet a` t est de 0, pour les autres arcs le couˆt
est donne´ conforme´ment a` la section pre´ce´dente). L’existence syste´matique d’une
solution est garantie par le fait que la capacite´ de l’arc {d, t} est e´gale au nombre
de groupes. Sur cet exemple, X(t1) = {x1, x3, x4, d} et X(t2) = X(t3) = {x2, d}
(rappelons que d appartient toujours a`X(ti)), en conse´quence, t2 ou t3 sera affecte´
a` d, i.e., non affecte´. E´tant donne´ un s-t-flot complet de couˆt minimum sur ce





























Figure 1.1 – Exemple de re´seau de transport pour une instance du proble`me de
configuration de cellule radio de la section 1.2 avec 3 groupes et 4 TRX.
re´seau, le seul arc {ti, xj} ou {ti, d} sur lequel s’e´coule une unite´ depuis le sommet
ti indique le TRX, xj ou d, auquel ti est affecte´.
In fine, notre imple´mentation s’est base´e sur l’algorithme des plus courts
chemins successifs (Ahuja et al., 1993 ; Korte & Vygen, 2000) en arithme´tique
entie`re sur 64 bits. Cette me´thode a e´te´ de´ploye´e sur le terrain en situation re´elle.
E´galement, il est important de souligner que la me´thode a e´te´ imple´mente´e en
moins de 200 lignes de code et qu’elle a remplace´ avec succe`s les quelques milliers
de lignes de code d’un algorithme ad hoc imple´mente´ dans une version ante´rieure
du syste`me qui, en plus d’eˆtre difficilement maintenable, e´tait connu pour ne pas
toujours fonctionner de manie`re satisfaisante.
1.3 Gestion d’une interface PCM
Cette section est consacre´e a` un proble`me d’attribution de circuits sur les liens
PCM 1 reliant deux autocommutateurs (Sirdey, 2004a). Les liens fournissent des
circuits que l’on doit affecter a` des cellules radios sachant que tous les circuits
affecte´s a` une cellule doivent l’eˆtre sur le meˆme lien (on dit alors que la cellule
est affecte´e au lien). Ge´ne´ralement, que ce soit a` cause de la configuration ou
1. Un lien a` modulation par impulsions code´es (PCM) est un lien de communication offrant
soit 31 (standard europe´en) soit 24 (standard nord-ame´ricain) canaux a` 64 kbit/s.
24 CHAPITRE 1. PROBLE`MES D’AFFECTATION DE RESSOURCES
de l’indisponibilite´ d’un certain nombre de liens, le besoin en circuits exce`de la
capacite´ totale des liens ce qui signifie que certaines cellules se verront affecter un
nombre de circuits infe´rieur a` leur besoin. L’objectif est alors lie´ a` la minimisation
de cette demande insatisfaite.
1.3.1 Pre´liminaires
Soit C un ensemble de cellules radios et soit P un ensemble de liens PCM.
Pour une cellule c ∈ C, soit w(c) son besoin en circuits et, pour un lien p ∈ P ,
soit K(p) sa capacite´ en circuits.
Ge´ne´ralement, comme nous l’avons de´ja` indique´, la demande totale en circuits






et le proble`me qui nous inte´resse consiste dans un premier temps a` trouver une










Il se trouve que ce proble`me est e´quivalent a` un proble`me de bin-packing a`
conteneurs “extensibles” (EBP) e´tudie´ par Dell’Olmo et al. (1998) qui consiste (en
paraphrasant ci-dessus), e´tant donne´e une liste de n nombres positifs α1, . . . , αn
et m conteneurs b1, . . . , bm de capacite´s k1, . . . , km, a` trouver une affectation f :










1.3.2 Me´thode de re´solution
Bien que le proble`me EBP soit NP -difficile au sens fort, il existe des algo-
rithmes de re´solution approche´e simples avec des garanties de performance plutoˆt
raisonnables.
En effet, dans le cas ou` les conteneurs sont homoge`nes sur le plan de la ca-
pacite´, Dell’Olmo et al. (1998) ont e´tabli que l’heuristique LPT, bien connue,
1.3. GESTION D’UNE INTERFACE PCM 25
qui consiste a` trier les objets par ordre de poids noncroissant dans une liste et
qui affecte, a` chaque ite´ration, le premier objet de la liste au conteneur le moins






De plus, quand les conteneurs sont he´te´roge`nes on sait (Dell’Olmo & Speranza,






que l’heuristique LPT (le´ge`rement modifie´e pour choisir le conteneur avec la plus
grande capacite´ re´siduelle plutoˆt que la plus petite charge) est telle que pour





2) ≈ 1.1716. (1.8)
Tout ceci motive l’algorithme suivant pour notre proble`me : trier les cellules
par ordre noncroissant des besoins en circuits, wc1 ≥ . . . ≥ wc|C| , pour i = 1 a`




wcj , alors affecter ci au lien posse´dant la plus grande capacite´







Il est clair que cet algorithme est e´quivalent a` LPT lorsque les liens sont
homoge`nes et donc qu’il fournit les meˆmes garanties de performance (donne´es
par l’e´quation (1.6)) ainsi que lorsque les liens sont he´te´roge`nes (un cas rare,
mais ne´anmoins possible, dans notre contexte applicatif) auquel cas ses garanties
de performance sont donne´es par l’e´quation (1.8), sachant que l’hypothe`se (1.7)
est bien satisfaite dans notre cas.
Bien que l’algorithme finalement imple´mente´ ait e´te´ un peu plus complexe
pour tenir compte de quelques contraintes supple´mentaires que nous ne de´taille-
rons pas ici, le fait que des heuristiques aussi simples (et rapides) fournissent des
garanties de performance acceptables a e´te´ particulie`rement utile. En particulier,
dans les discussions avec les e´quipes de validation qui sont tre`s doue´es pour
trouver des petits cas pathologiques mettant en de´faut l’optimalite´ des solutions
trouve´es par un tel l’algorithme. La question e´tant alors de savoir s’il fallait
y reme´dier ou pas sachant que de`s lors que les garanties de performance e´taient
respecte´es, l’algorithme e´tait conforme a` ses spe´cifications. Ceci a permis d’e´luder
un certain nombre de demandes d’ame´liorations de fait ille´gitimes et donc de
complexifier induˆment le logiciel re´sultant.
2. Une borne serre´e de 87 ≈ 1.1429 est conjecture´e.
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1.3.3 L’analogie “parlementaire”
Nous allons maintenant conside´rer le proble`me de la re´partition e´quitable des
circuits d’un lien entre les cellules qui lui ont e´te´ affecte´es, lorsque le besoin exce`de
la capacite´.
Conside´rons un pays compose´ d’un certain nombre de de´partements et, de´mo-
cratie repre´sentative oblige, dote´ d’un parlement avec un petit nombre de sie`ges
(devant la population totale du pays).
Un proble`me central, en the´orie des syste`mes e´lectoraux, consiste a` trou-
ver une re´partition e´quitable des sie`ges entre les de´partements sous certaines
contraintes, en particulier celle que chaque de´partement se voit allouer au moins
un sie`ge.
Il est ge´ne´ralement admis qu’un algorithme de re´partition e´quitable doit sa-
tisfaire les exigences suivantes (Balinski & Young, 2001) :
1. lorsque le nombre de sie`ges augmente, chaque de´partement doit se voir
allouer au moins le meˆme nombre de sie`ges (pas de paradoxe de l’Alabama) ;
2. lorsque la population d’un de´partement augmente et que celle d’un autre
diminue, le dernier ne doit pas se voir allouer plus de sie`ges au de´triment
du premier ;
3. la re´partition doit eˆtre stable si l’on conside`re un sous-ensemble des de´par-
tements et la somme des sie`ges qui leurs ont e´te´ alloue´s ;
4. lorsqu’elle est re´alisable, l’algorithme doit trouver une solution parfaitement
proportionnelle.
Il apparaˆıt qu’un algorithme tre`s simple, l’algorithme de Sainte-Lague¨, re´pond
a` toutes ces exigences (ibid.), contrairement a` des me´thodes plus connues telles
l’algorithme des plus forts restes.
Si l’on revient a` notre proble`me d’allocation de circuits, l’analogie “parle-
mentaire” consiste alors simplement a` voir les cellules comme un ensemble de
de´partements, leurs demandes en circuits comme les populations, le lien PCM
comme un parlement et sa capacite´ comme le nombre de sie`ges de ce dernier.
Plus ge´ne´ralement, cette analogie est parfaitement pertinente dans toute situa-
tion ou` un certain nombre de consommateurs doivent se partager e´quitablement
une ressource disponible en quantite´ insuffisante pour satisfaire l’inte´gralite´ des
besoins.
1.4 Maximisation d’une dure´e de vie sur batte-
rie
Dans cette section, nous e´tudions un proble`me qui consiste a` minimiser la
consommation e´lectrique d’une station de base (BTS) pendant une pe´riode d’in-
disponibilite´ du re´seau e´lectrique, sous une contrainte de service (Sirdey, 2005).
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La forme de ce proble`me est de´pendante de l’architecture mate´rielle de la BTS.
En l’occurrence, la BTS est compose´e de cabinets contenant des modules ra-
dios eux-meˆme contenant des TRX. Chaque TRX est de´die´ a` une et une seule
des cellules ge´re´es par la BTS. La contrainte de service (de´finie par l’ope´rateur)
consiste, pour chaque cellule, en la donne´e du nombre de TRX qui doivent res-
ter ope´rationnels aussi longtemps que possible en cas d’indisponibilite´ du re´seau
e´lectrique. Dans la mesure ou` la consommation e´lectrique de la station est pro-
portionnelle au nombre de modules radios ope´rationnels (et non au nombre de
TRX), la consommation minimum est re´alise´e, dans le cas monocabinet, quand
la contrainte de service est satisfaite en maintenant le plus petit nombre pos-
sible de modules en e´tat ope´rationnel (i.e., alimente´s). Dans le cas multicabinet,
par contre, on obtient un proble`me min-max : dans la mesure ou` chaque cabinet
posse`de sa propre batterie inde´pendante, la dure´e pendant laquelle la contrainte
de service va eˆtre satisfaite de´pend de la dure´e de vie de la batterie du cabinet
qui porte le plus grand nombre de modules radio alimente´s.
Cette fonction a e´te´ introduite de manie`re a` maximiser la dure´e pendant la-
quelle un re´seau GSM peut maintenir la couverture d’une zone ge´ographique, avec
une capacite´ amoindrie, apre`s une de´faillance catastrophique du re´seau e´lectrique.
Par exemple, apre`s une catastrophe naturelle, les re´seaux GSM ont, a` plusieurs
reprises, joue´ un roˆle crucial en continuant a` fournir des services d’appels d’ur-
gence et meˆme en aidant a` la localisation des victimes alors que les re´seaux filaires
ne fonctionnent plus.
1.4.1 Pre´liminaires
Conside´rons une BTS compose´e d’un ensemble K de cabinets ainsi que d’un
ensemble R de modules radios, chaque module contenant jusqu’a` 3 TRX. E´gale-
ment, la BTS ge`re un ensemble C de cellules.
SoitW une matrice |R|×|C| a` valeurs entie`res respectivement indice´es sur les
lignes et sur les colonnes par les e´le´ments de R et de C et telle qu’e´tant donne´s
un module r et une cellule c, Wrc donne le nombre de TRX de´die´s a` la cellule
c configure´s sur le module r. E´galement, soit L une matrice |R| × |K| a` valeurs
binaires dont les indices de lignes et de colonnes sont respectivement les e´le´ments
de R et de K et telle qu’e´tant donne´ un module r et un cabinet k, Lrk = 1 si et
seulement si le module r se trouve dans le cabinet k. Enfin, pour chaque cellule,
un nombre Nc est donne´ qui spe´cifie le nombre de TRX a` maintenir ope´rationnels
pendant une pe´riode d’indisponibilite´ du re´seau e´lectrique.
A` chaque module, on associe une variable binaire xr telle que
xr =
{
1 si le module r reste alimente´,
0 sinon.
Le proble`me peut alors eˆtre formalise´ a` l’aide du programme mathe´matique
28 CHAPITRE 1. PROBLE`MES D’AFFECTATION DE RESSOURCES










Wrcxr ≥ Nc ∀c ∈ C,
xr ∈ {0, 1} ∀r ∈ R.
Sous l’hypothe`se que
∑
r∈R Lrk = L (i.e., que chaque cabinet contient le meˆme
nombre de modules 3), alors en posant xr = 1− yr et en re´arrangeant un peu les













Wrc −Nc ∀c ∈ C, (1.11)
yr ∈ {0, 1} ∀r ∈ R.
E´nonce´ en ces termes, il s’agit d’un proble`me de sac a` dos max-min multidimen-
sionnel.
E´tant donne´e une solution optimale du programme mathe´matique ci-dessus, il
convient d’e´teindre tous les modules pour lesquels yr = 1 et, pour chaque cellule,
d’e´teindre
∑
r∈RWrcxr − Nc TRX (sachant qu’aucune combinaison de TRX ne
peut permettre d’ame´liorer la fonction e´conomique sinon quoi la solution ne serait
pas optimale).
1.4.2 Le proble`me du sac a` dos max-min
Le proble`me du sac a` dos max-min monodimensionnel a e´te´ e´tudie´ par Yu
(1996), voir e´galement Kellerer et al. (2004). Ce proble`me se pre´sente lorsque
l’on a a` remplir un sac a` dos avec une se´lection d’objets de manie`re a` maximiser
le profit minimum sur un ensemble de sce´narios fini, chaque objet ayant un profit
de´pendant du sce´nario (typiquement, l’inte´reˆt d’emporter un parapluie dans ses
bagages de´pend du temps a` destination). Ce proble`me a e´te´ initialement introduit
pour une application de ge´nie financier.
3. Lorsque cela n’est pas le cas il suffit d’ajouter des modules factices avec, pour un tel
module, Wrc = 0 pour chaque cellule c.
1.4. MAXIMISATION D’UNE DURE´E DE VIE SUR BATTERIE 29











xj ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n, (1.12)
Lorsque t est fixe´, le proble`me n’est que faiblement NP -difficile et peut eˆtre re´solu
en temps pseudopolynomial par la programmation dynamique. L’algorithme de
re´solution se base sur la famille de proble`mes suivante :









wixi ≤ d, (1.13)
xi ∈ {0, 1} i = 1, . . . , j,
ou` zn(c; 0, . . . , 0) est la solution du proble`me (1.12). On a alors la relation de
re´currence :
zj+1(d; v1, . . . , vt) =

zj(d; v1, . . . , vt) si d < wj+1,
max
{
zj(d; v1, . . . , vt),





z0(d; v1, . . . , vt) = min
k=1,...,t
vk.
L’algorithme re´sultant est en O(ncP t), avec P = maxk=1,...,t
∑n
j=1 pkj.
Le proble`me (1.12) se ge´ne´ralise sans difficulte´ a` plusieurs dimensions donnant










wijxj ≤ ci i = 1, . . . , m,
xj ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n,
ou` toutes les entre´es (pkj, wij et ci) sont des entiers non ne´gatifs.
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1.4.3 Algorithme de re´solution
Comme dans le cas du sac a` dos line´aire (Minoux, 1983 ; Kellerer et al.,
2004), d (dans les e´quations (1.13) et (1.14) ci-dessus) peut eˆtre interpre´te´ de
manie`re vectorielle et les formules de re´currence ci-dessus peuvent eˆtre utilise´es












donc pseudopolynomial, pour le sac a` dos max-min multidimensionnel, lorsque t
et m sont fixe´s.
Dans la mesure ou` n = |R|, ci ≤ O(|R|) et 0 ≤ vk ≤
∑n
j=1 pkj ≤ |R|, la
complexite´ d’un tel algorithme, pour notre proble`me, est en
O
(|R||C|+|K|+1) ,
donc polynomiale pour |C| et |K| fixe´s. Cela conduit a` un algorithme en O(|R|7)
pour notre application dans la mesure ou` 3 est une borne supe´rieure pour |C| et
pour |K|. Bien entendu, une telle complexite´ n’est pas satisfaisante en pratique
et empeˆche une imple´mentation base´e sur la programmation dynamique puisque
les imple´mentations de ce type re´alisent toujours leur pire cas en termes de temps
et d’espace. A` la place, nous avons donc utilise´ une version vectorielle de la re`gle
de re´currence ci-dessus dans le cadre d’un algorithme de recherche arborescente
en profondeur d’abord utilisant une structure de donne´es, appele´e le cache, qui
permet de filtrer l’inte´gralite´ de la redondance d’exploration. Le cache est une
structure de donne´es associative dont la clef correspond a` un unique entier associe´
aux vecteurs a` valeurs entie`res de la forme (j; d1, . . . , dm; v1, . . . , vt) (0 ≤ j ≤ n,
0 ≤ di ≤ ci and 0 ≤ vk ≤
∑n
j=1 pkj). Un e´le´ment du cache est alors de´finie comme
une paire
{zj(d1, . . . , dm; v1, . . . , vt), xj},
ou` xj est une variable boole´enne qui indique si oui ou non l’objet j appartient a`
la solution optimale du sous-proble`me zj(d1, . . . , dm; v1, . . . , vt), ce dernier champ
permettant de reconstruire la solution une fois l’exploration termine´e. Donc, le
sous-arbre enracine´ au nœud (j; d1, . . . , dm; v1, . . . , vt) de l’arbre d’exploration est
explore´ si et seulement si le cache ne contient pas de´ja` un e´le´ment associe´ a` ce
nœud. S’il est explore´ alors un e´le´ment est ajoute´ au cache a` la fin de l’exploration
du sous-arbre. Notons que l’on suppose que le cache est imple´mente´ a` l’aide d’une
structure de donne´es a` acce`s logarithmique (Knuth, 1998).
L’algorithme ci-dessus peut eˆtre vue comme la re´interpre´tation d’une formule
de re´currence issue de la programmation dynamique comme une re`gle de domi-
nance utilise´e dans une recherche arborescente. Ce type de re´interpre´tation est
discute´ plus en de´tails dans Ibaraki (1977).
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En pratique, il se trouve que cet algorithme est capable de re´soudre les plus
grosses instances re´elles (3 cabinets, 3 cellules et 24 TRX par cellule) en un peu
plus de 1 seconde sur un PC portable lambda, un temps de calcul totalement
acceptable puisque de toute fac¸on les indisponibilite´s du re´seau e´lectrique d’une
dure´e infe´rieure a` la minute sont filtre´es par le syste`me. La table 1.1 illustre les






N1 N2 N3 # mod. # TRX CPU (s) taille cache
12 12 12 24 72 0.510 91 022
5 7 11 24 72 0.971 161 178
6 6 6 24 72 1.201 200 190
7 6 4 24 72 1.221 199 422
2 2 2 24 72 1.331 223 463
Table 1.1 – Illustration des performances de notre algorithme de recherche ar-
borescente pour le proble`me de maximisation d’une dure´e de vie sur batterie
(section 1.4) sur un ensemble d’instances de la plus grande taille pratique.
1.5 Conclusion
Nous avons pre´sente´, dans ce chapitre, une se´lection de proble`mes repre´senta-
tive du contexte des autocommutateurs pour la te´le´phonie cellulaire.
Cette se´lection ne pouvait pas eˆtre exhaustive. En particulier, nous avons
e´galement travaille´ sur des proble`mes de partitionnement consistant a` affecter
des processus de traitement d’appels, ainsi que leurs re´plicas passifs, aux proces-
seurs d’un BSC a` architecture re´partie de manie`re a` garantir certaines proprie´te´s
d’e´quire´partition de la charge et de tole´rance aux pannes, tout en respectant des
contraintes de capacite´ multidimensionnelles sur les processeurs (Sirdey, 2004b).
Ces travaux ont fait l’objet d’un article dans les actes de l’International Network
Optimization Conference (Sirdey et al., 2003). On peut e´galement mentionner
une application de la the´orie des flots dans le contexte d’un proble`me de confi-
guration dynamique de DSP de´die´s a` l’encodage d’appels voix, ou` la fonction
e´conomique optimise´e de manie`re en-ligne par le syste`me e´tait de´finie comme le
couˆt d’un flot de couˆt minimum sur un re´seau de transport ade´quat parame´tre´
par des pre´visions a` court terme d’intensite´ du trafic et par les capacite´s de traite-
ment des configurations induites par les de´cisions possibles de configuration ou de
reconfiguration des DSP (Sirdey et al., 2005). Ce syste`me d’allocation e´tait alors
capable d’adapter sa capacite´ de traitement a` un parc de mobiles de capacite´s
he´te´roge`nes, inconnues au de´marrage et changeantes au cours du temps.





Ce chapitre re´sume succinctement les travaux que j’ai re´alise´s dans le cadre
de ma the`se de doctorat, the`se que j’ai mene´e de mai 2004 a` mars 2007, a` ma
propre initiative et en paralle`le de mes responsabilite´s ope´rationnelles d’architecte
syste`me au sein de la division R&D Sous-Syste`me Radio de Nortel (Sirdey, 2007c,
2008a). Ces travaux, qui ont e´te´ re´alise´s en collaboration avec Jacques Carlier,
Herve´ Kerivin et Dritan Nace (avec Jacques et Dritan en tant que directeurs de
the`se), s’inscrivent naturellement dans le the`me de cette premie`re partie. Philippe
Baptiste, Professeur a` l’E´cole Polytechnique, et Ridha Mahjoub, Professeur a`
l’Universite´ Paris Dauphine, ont rapporte´ ma the`se.
Cette the`se a traite´ de l’e´tude d’un proble`me d’ordonnancement NP -difficile
au sens fort a` contraintes de ressource : le proble`me de reconfiguration. Ce pro-
ble`me e´tait lie´ a` l’ope´rabilite´ de certains syste`mes re´partis temps re´el a` haute
disponibilite´, tels un BSC 1 a` l’e´poque commercialise´ par Nortel.
En quelques mots, e´tant donne´ un syste`me re´parti compose´ de processeurs sur
lesquels tournent des processus de traitement d’appels, notre proble`me consistait
a` ordonner les de´placements de certains de ces processus de telle manie`re que des
contraintes de capacite´ sur les processeurs du syste`me ne soient jamais viole´es.
Les situations de blocage e´taient alors re´solues en arreˆtant temporairement des
processus donc en renonc¸ant temporairement a` rendre une partie du service,
l’objectif e´tant naturellement d’avoir le moins possible recours a` ce me´canisme.
Dans notre contexte industriel, ce proble`me s’est pre´sente´ lorsqu’il s’agissait
de restaurer, en heure creuse mais sans arreˆt du syste`me, des proprie´te´s (par
1. Un BSC (Base Station Controller) est un autocommutateur en charge de la gestion de
la ressource radio et du premier niveau de concentration du trafic dans un re´seau GSM (se
reporter a` la section 1.1 pour quelques de´tails supple´mentaires).
33
34 CHAPITRE 2. ORDONNANCEMENT DE MIGRATIONS
exemple l’e´quire´partition de la charge de traitement d’appels) qui se perdaient
au gre´ des ine´vitables de´faillances de processeurs et des modifications dynamiques
de l’ensemble des e´quipements (principalement des stations de base) ge´re´s par le
syste`me. D’autres motivations telles que l’obtention de re´partitions de processus
favorables a` certaines strate´gies de mises a` jour logicielle sans arreˆt du syste`me
me´ritent e´galement d’eˆtre mentionne´es.
2.2 Premiers re´sultats
2.2.1 E´nonce´ du proble`me, complexite´
Soit l’ensemble des processus et l’ensemble des processeurs d’un syste`me
re´parti. Un e´tat du syste`me consiste en une distribution d’un sous-ensemble des
processus sur les processeurs de manie`re a` ce que les ressources consomme´es
sur ces derniers n’exce`dent pas leur capacite´. Un processus peut eˆtre de´place´
d’un processeur vers un autre de deux manie`res : soit il est migre´, auquel cas
il consomme des ressources sur les processeurs source et cible du de´placement
pour la dure´e de la migration, soit il est interrompu, c’est-a`-dire arreˆte´ puis
ulte´rieurement rede´marre´ sur le processeur cible du de´placement. Soit M l’en-
semble des de´placements ne´cessaires afin de faire passer le syste`me d’un e´tat
arbitraire, l’e´tat initial, vers un autre, l’e´tat final, notre proble`me consiste a` trou-
ver I ⊂ M et σ un ordonnancement re´alisable des de´placements de M \ I tel
que
∑
m∈I cm soit minimum, cm e´tant le couˆt d’interrompre le processus associe´
a` m et I l’ensemble des de´placements interrompus (les interruptions e´tant toutes
re´alise´es au de´but).
Ce proble`me est NP -difficile au sens fort par restriction au proble`me 3-
partition.
La figure 2.1 repre´sente une instance du proble`me de reconfiguration pour un
syste`me a` 10 processeurs, une ressource et 46 processus. La capacite´ de chacun des
processeurs dans l’unique ressource est e´gale a` 30 et la somme des consommations
des processus est e´gale a` 281. Les figures d’en haut et d’en bas repre´sentent
respectivement l’e´tat initial et l’e´tat final. Par exemple, le processus 23 doit eˆtre
de´place´ du processeur 2 vers le processeur 6.
2.2.2 Cas particuliers polynomiaux
Nos travaux sur les cas particuliers polynomiaux se basent sur la notion de
multigraphe de transfert que nous avons introduite. Le multigraphe de transfert
est de´fini comme le multigraphe 2 oriente´ dont les sommets sont les processeurs
et les arcs les de´placements de processus.
2. Les arcs paralle`les sont autorise´s, les boucles ne le sont pas.































































































































Figure 2.1 – Exemple d’instance du proble`me de reconfiguration.
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Lorsque le multigraphe de transfert ne contient pas de circuit, nous avons
montre´ que les de´placements peuvent toujours eˆtre ordonne´s de manie`re a` ce
qu’aucune interruption ne soit ne´cessaire. Un tel ordonnancement se de´duit aise´-
ment d’un ordre topologique des sommets du graphe, c’est-a`-dire d’une fonction
f de l’ensemble des sommets vers l’ensemble des entiers qui ve´rifie f(v) < f(w)
pour tout arc {v, w} appartenant au graphe.
De plus, lorsque le multigraphe de transfert contient des circuits, nous avons
montre´ qu’il convient de traiter ses composantes fortement connexes inde´pen-
damment et selon un ordre qui se de´duit d’un ordre topologique des sommets
du graphe de transfert re´duit (graphe obtenu en contractant les composantes
fortement connexes). Ceci nous donne une premie`re me´thode de de´composition.
Par ailleurs, lorsque les processeurs n’offrent qu’un seul type de ressources
et lorsque tous les processus ont la meˆme consommation, nous avons montre´
que le proble`me de reconfiguration peut eˆtre re´solu de manie`re efficace. Pour ce
faire, nous avons propose´ un algorithme, de´montre´ sa validite´ et prouve´ que sa
complexite´ est bien polynomiale.
Ces re´sultats ont fait l’objet d’un article dans le European Journal of Opera-
tional Research (Sirdey et al., 2007).
2.3 Re´solution exacte
2.3.1 Un algorithme de branch-and-bound
Sur le plan de la re´solution exacte dans le cas ge´ne´ral, nous avons d’abord
approche´ le proble`me de manie`re combinatoire, c’est-a`-dire en exploitant direc-
tement sa structure dans le cadre d’un algorithme d’e´nume´ration par se´paration
et e´valuation ou branch-and-bound.
Au lieu de chercher, a` partir de l’e´tat initial, a` atteindre l’e´tat final, il s’ave`re
plus fructueux, dans le cadre d’un tel algorithme, de chercher a` ame´liorer la
pire des solutions (celle qui consiste a` interrompre tous les de´placements), en
e´vitant certaines interruptions. Selon ce point de vue, une solution partielle est
repre´sente´e par un triplet compose´ d’un ensemble d’interruptions de´finitives, d’un
ensemble d’interruptions non de´finitives et d’un ordonnancement admissible des
de´placements non interrompus. Typiquement, un de´placement par interruption
peut eˆtre e´vite´ si la capacite´ re´siduelle du processeur source de ce de´placement est
toujours supe´rieure a` sa consommation durant l’exe´cution de l’ordonnancement
des de´placements non interrompus. Si c’est le cas alors le processus de´place´ peut
rester sur le processeur source durant l’exe´cution de l’ordonnancement et, ensuite,
eˆtre de´place´ vers le processeur cible.
Cette manie`re de voir le proble`me nous a permis d’obtenir des bornes infe´-
rieures, la plus inte´ressante d’entre elles ne´cessitant la re´solution d’un proble`me
de sac a` dos par processeur. Nous avons utilise´ cette borne dans le cadre d’un
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algorithme de branch-and-bound exploitant aussi une re`gle de dominance assez
ge´ne´rale. Cette dernie`re permet d’e´liminer plusieurs sources importantes de re-
dondance. L’une d’entre elles, par exemple, concerne les ordonnancements totaux
e´quivalents car ils induisent les meˆmes ordonnancements restreints pour chacun
des processeurs.
Nous avons illustre´ la pertinence pratique de cet algorithme en l’utilisant pour
attaquer des instances difficiles 3. En particulier, nous avons pu re´soudre exacte-
ment des instances ayant jusqu’a` 190 de´placements en moins de vingt minutes. En
pratique ne´anmoins, si le temps de calcul est limite´ a` vingt minutes, l’algorithme
n’a de bonnes chances de succe`s que jusqu’a` de l’ordre de 50 de´placements.
Cet algorithme a e´te´ publie´ dans l’article au European Journal of Operational
Research susmentionne´.
2.3.2 Approche polye`drale
Toujours sur le plan de la re´solution exacte dans le cas ge´ne´ral, nous avons en-
suite aborde´ le proble`me de manie`re ge´ome´trique, a` l’aide de l’approche polye`dra-
le.
Cette approche trouve ses fondements dans une interpre´tation ge´ome´trique
des proble`mes combinatoires : lorsque la fonction e´conomique est line´aire, c’est
l’e´tude du polytope (un polytope est un polye`dre borne´) correspondant a` l’enve-
loppe convexe des vecteurs caracte´ristiques des solutions du proble`me qui guide la
conception de l’algorithme de re´solution. En particulier, les ine´galite´s ne´cessaires
a` la description de ce polytope (on les appelle des facettes) sont extreˆmement
pertinentes quant a` la mise en œuvre d’algorithmes de re´solution exacte perfor-
mants.
L’application des me´thodes polye´driques a` notre proble`me a tout d’abord
requis l’e´tude the´orique de deux polytopes que nous avons introduits : le polytope
des sous-tournois sans-circuit et le polytope des programmes de de´placements,
le premier e´tant une relaxation du second. Nous avons, en particulier, e´tudie´
les proprie´te´s e´le´mentaires de ces polytopes (dimension et facettes e´le´mentaires,
notamment), exhibe´ plusieurs classes d’ine´galite´s qui en de´finissent des facettes
et e´tudie´ les proble`mes de se´paration associe´s. L’ide´e e´tait de commencer par
l’e´tude du polytope des sous-tournois sans-circuit, d’un abord plus direct que
celui des programmes de de´placements, de manie`re a` faciliter l’e´tude the´orique
de ce dernier. Cette approche s’est ave´re´e fructueuse : nous avons pu montrer
que les classes de facettes que nous avons identifie´es pour le polytope des sous-
tournois sans circuit de´finissent aussi des facettes du polytope des programmes
de de´placements sous des hypothe`ses peu restrictives. Aussi, nous avons exhibe´
deux classes d’ine´galite´s, les contraintes dites de s- et de t-recouvrement, qui
de´finissent des facettes du polytope des programmes de de´placements, sous des
3. En termes de taille, mais aussi de capacite´ re´siduelle des processeurs.
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conditions peu restrictives, et qui sont se´parables en temps pseudopolynomial par
re´solution de quelques proble`mes de sac a` dos.
Le passage a` la pratique s’est fait par le biais d’un algorithme de branch-
and-cut dont le principal ingre´dient est une relaxation line´aire comprenant un
nombre exponentiel de contraintes qui de´finissent des facettes du polytope des
programmes de de´placements. Cette relaxation, dont on peut the´oriquement venir
a` bout en temps pseudopolynomial a` l’aide de l’algorithme de l’ellipso¨ıde, est
re´solue a` chaque nœud de l’arbre de recherche par un algorithme de coupe.
La` encore, nous avons illustre´ la pertinence pratique de cet algorithme en
l’utilisant pour attaquer des instances difficiles. En particulier, nous avons pu
re´soudre exactement des instances ayant jusqu’a` 119 de´placements (pour un
syste`me a` 70 processeurs) en moins de quatre heures. En pratique cependant, si le
temps de calcul est limite´ a` quatre heures, l’algorithme n’a de bonnes chances de
succe`s que jusqu’a` de l’ordre de 80 de´placements. Lorsque la taille des instances
augmente, l’algorithme a ne´anmoins e´te´ en mesure de fournir des solutions ap-
proche´es de bonne qualite´ c’est-a`-dire, ici, prouve´es ne se situer qu’a` moins de
5% (ge´ne´ralement moins) de l’optimum, a` la quasi-totalite´ des instances (de taille
allant jusqu’a` 180 de´placements) sur lesquelles nous l’avons essaye´, toujours sous
la contrainte d’une limitation du temps de calcul a` quatre heures.
Notons aussi que nous avons utilise´ l’algorithme de recuit simule´ pre´sente´
ci-apre`s pour obtenir une bonne solution initiale, ce qui permet un premier
e´lagage significatif de l’arborescence de recherche. Ceci illustre la comple´mentarite´
pratique entre une me´thode de re´solution approche´e soigne´e et un algorithme
polye´drique, comple´mentarite´ qui s’ave`re d’autant plus pertinente que les ins-
tances sont de grande taille.
Ces re´sultats ont e´te´ publie´s dans un nume´ro spe´cial Polyhedra and Combina-
torial Optimization du journal RAIRO Operations Research (Sirdey & Kerivin,
2007) ainsi que dans deux rapports de recherche (Sirdey & Kerivin, 2006 ; Kerivin
& Sirdey, 2006).
2.4 Re´solution approche´e
2.4.1 Re´solution par recuit simule´
En matie`re de re´solution approche´e, enfin, nous avons donc aborde´ le proble`me
a` l’aide de la me´thode du recuit simule´.
Sur le plan the´orique nous avons introduit la notion de solution (α, β)-accep-
table, ou` β de´finit une exigence de qualite´ (distance a` l’optimum) et ou` α est la
probabilite´ de satisfaire cette exigence. Nous avons ensuite utilise´ la the´orie des
chaˆınes de Markov, sous-jacente a` la me´thode du recuit simule´, afin de de´gager des
conditions sous lesquelles des solutions (α, β)-acceptables peuvent eˆtre obtenues.
Enfin, nous avons applique´ ces re´sultats de manie`re a` obtenir un algorithme
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pseudopolynomial de re´solution approche´e pour notre proble`me.
Bien que notre raisonnement ne soit au final qu’heuristique, car il nous fau-
drait fournir une caracte´risation pratique de la vitesse de convergence de certaines
chaˆınes de Markov vers leur loi stationnaire 4, nous l’avons ve´rifie´ empiriquement.
A` cet effet, nous avons parame´tre´ notre algorithme de manie`re a` ce qu’il
produise des solutions (95%, 5%)-acceptables, c’est-a`-dire des solutions situe´es
a` moins de 5% de l’optimum 95 fois sur 100, et, graˆce aux re´sultats obtenus a`
l’aide de nos me´thodes de re´solution exacte, montre´ que l’algorithme a effective-
ment fourni des solutions 5%-acceptables a` 97.74% des 1020 instances difficiles
sur lesquelles nous l’avons essaye´. Ceci, ainsi que l’analyse du nombre d’essais
ne´cessaires a` l’obtention d’une solution 5%-acceptable, sugge`re que l’algorithme
est, en pratique, capable de produire des solutions (95%, 5%)-acceptables (avec
une probabilite´ comprise entre 94.08% et 96.76%).
Cette approche a fait l’objet d’un article dans le Journal of Heuristics (Sirdey
et al., 2009a).
2.4.2 GRASP
En comple´ment des algorithmes pre´sente´s ci-dessus, nous avons travaille´ sur
une heuristique rapide, peut-eˆtre moins satisfaisante sur le plan the´orique, base´e
sur GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure), une me´taheuris-
tique, introduite dans les anne´es 90 par Feo & Resende (1989, 1995), dont l’inte´-
reˆt re´side dans la combinaison des me´thodes gloutonnes avec les me´thodes de
voisinage. Il s’agit d’une me´thode a` de´marrages multiples : a` chaque e´tape un
algorithme glouton randomise´ est utilise´ pour construire une solution re´alisable
dont le voisinage est explore´. La meilleure solution ainsi obtenue est conserve´e.
Nous avons introduit un algorithme par construction progressive dont le prin-
cipe repose sur l’insertion non invalidante de de´placements dans un ordonnance-
ment re´alisable. Cet algorithme posse`de un certain nombre de bonnes proprie´te´s :
a` chaque e´tape tous les de´placements se voient offrir plusieurs opportunite´s d’in-
sertion et toutes les interruptions sont remises en question. Une fois randomise´
a` la manie`re de Hart & Shogan (1987), cet algorithme nous donne le premier
ingre´dient de la me´thode GRASP. Nous avons ensuite comple´te´ ce sche´ma par
une me´thode de voisinage simple, base´e sur une strate´gie d’e´change entre les
de´placements interrompus et ceux qui ne le sont pas : il s’agit simplement de
s’assurer qu’interrompre un de´placement non interrompu ne permet pas d’inse´rer,
sans l’invalider, un de´placement interrompu plus couˆteux dans l’ordonnancement
re´alisable.
Malgre´ une distance moyenne a` l’optimum satisfaisante sur notre base d’ins-
tances (1.68%), cet algorithme souffre de pouvoir syste´matiquement manquer
l’optimum sur certaines petites instances pathologiques. En ce sens, bien qu’elle
4. Il s’agit la` d’un proble`me extreˆmement difficile.
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soit significativement moins couˆteuse en temps de calcul que notre algorithme de
recuit, la qualite´ des solutions obtenues a` l’aide de cette approche s’ave`re moins
stable sur les petites instances, ce qui n’est pas ne´cessairement un proble`me fon-
damental en pratique.
Cet algorithme a e´te´ publie´ bien apre`s la soutenance dans un nume´ro spe´cial
Metaheuristics and Real-World Problems de l’International Journal of Innovative
Computing and Applications (Sirdey et al., 2010).
2.5 Perspectives
Dans notre me´moire de the`se, nous avions identifie´ un e´largissement du champ
d’application de ces travaux aux proble`mes de reconfiguration de chemins de
routage dans les re´seaux MPLS, suite a` une suggestion de Klopfenstein (2008).
Nous avions ainsi re´dige´ un premier rapport technique en ce sens (Sirdey, 2006b).
Aujourd’hui, il est a` pre´voir que ces travaux trouvent un nouveau terrain d’ap-
plication dans le domaine de la compilation pour les architectures multicœurs (cf.
chapitre 4). Ceci, en particulier, lorsqu’il va s’agir d’adapter les algorithmes d’af-
fectation de ressources pre´sente´s au chapitre 5 afin de tenir compte de sce´narios
de de´faillances clusters, par exemple, et de calculer hors ligne des plans de mi-
gration de taˆches sous contraintes de ressources cluster et re´seau. Des premiers
travaux en ce sens ont e´te´ re´alise´s en collaboration avec Thomas Megel, doctorant




Ce chapitre traite du proble`me de la synchronisation des horloges dans les
re´seaux de te´le´phonie mobile pose´ par l’introduction de technologies de transport
par paquets. Ces travaux ont e´te´ re´alise´s en 2007 et sont le fruit d’une collabora-
tion avec Franc¸ois Maurice, a` l’e´poque “fellow” architecte syste`me au sein de la
division R&D Sous-Syste`me Radio de Nortel et aujourd’hui chez Alcatel-Lucent.
Ils ont donne´ lieu a` une publication dans le journal 4OR (Sirdey & Maurice, 2008),
un brevet (Maurice & Sirdey, 2010) et surtout a` une me´thode de synchronisation
des horloges ope´rationnelle et aujourd’hui de´ploye´e.
Autour de 2007, l’accession de la technologie GSM a` un marche´ de masse
(plusieurs milliards d’utilisateurs dans plusieurs centaines de pays) a induit une
pression e´leve´e quant a` la maˆıtrise des de´penses d’investissement (capex) et d’ex-
ploitation (opex) des re´seaux. Sur le plan des opex, une ame´lioration clef consis-
tait a` adapter l’infrastructure de transmission synchrone traditionnelle du GSM
a` des technologies IP, intrinse`quement asynchrones mais de couˆt beaucoup plus
faible. Ce point e´tait particulie`rement critique sur l’interface entre les stations
de base (BTS), les “antennes” du re´seau, et les controˆleurs de stations de base
(BSC), autocommutateurs en charge du premier niveau de concentration du tra-
fic 1. Ceci dans la mesure ou` la majeure partie des opex de transmission pouvait
eˆtre attribue´e a` ce sous-ensemble du re´seau.
Cette taˆche n’e´tait pas sans difficulte´.
En particulier, un des prix a` payer pour l’efficacite´ spectrale du standard
GSM est qu’un re´seau ne peut fonctionner correctement que si les BTS e´mettent
une fre´quence balise extreˆmement pre´cise et stable sur l’interface radio afin de
maintenir les mobiles synchronise´s avec le re´seau. Au niveau de la BTS, l’exigence
1. Nous renvoyons le lecteur au traite´ de Mouly & Pautet (1992) pour plus de´tails sur
l’architecture des re´seaux GSM. Cf. e´galement section 1.1.
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normative (3GPP, 2001) de pre´cision est de ±50 parties par milliard 2 (PPB). En
d’autres termes, lorsque l’horloge du re´seau bat un milliard de fois, celle de la BTS
doit battre 1000000000± 50 fois. Pre´cisons e´galement que, pour ce qui concerne
le standard GSM, seule importe la fre´quence, la phase pouvant eˆtre ignore´e.
Jusqu’a` l’introduction des technologies de transport par paquets, l’approche
usuelle consistait a` installer une horloge de re´fe´rence de tre`s haute pre´cision au
BSC 3 et a` maintenir la calibration de l’oscillateur local de la BTS a` l’aide de
la fre´quence de synchronisation des signaux de son interface TDM (qui sont par
construction asservis a` l’horloge du BSC). Dans une telle configuration, une BTS
avec un oscillateur a` quartz de qualite´ mode´re´e pouvait tenir l’exigence des 50
PPB quasiment inde´finiment. De`s lors que la BTS perd son interface TDM, et
donc les pre´cieux signaux de synchronisation qu’elle ve´hicule, elle devient isole´e de
sa source de synchronisation. Trois principales solutions ont e´te´ envisage´es pour
re´soudre ce proble`me : installer une horloge GPS externe pour synchroniser la
BTS, y embarquer un oscillateur haute pre´cision (par exemple, une petite horloge
au rubidium) ou trouver un moyen de ve´hiculer des donne´es de synchronisation
entre le BSC et la BTS via le re´seau paquet asynchrone. Pour plusieurs raisons
e´videntes de couˆt mais aussi de faisabilite´ de de´ploiement, c’est cette dernie`re
approche qui a e´te´ retenue.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons donc une me´thode simple et robuste per-
mettant d’estimer le biais de l’horloge d’une BTS relativement a` celle de son
BSC, lorsque que des flux temps re´el de paquets estampille´s 4 non ne´cessairement
de taille fixe (par exemple les appels voix paque´tise´s) s’e´coulent du BSC vers la
BTS (flux descendant) ainsi que de la BTS vers le BSC (flux montant). Sur une
pe´riode de temps relativement courte, la BTS collecte des paires de dates d’envoi
et de re´ception, respectivement relativement au BSC et a` la BTS pour le flux
descendant et relativement a` la BTS et au BSC pour le flux montant 5, et utilise
ces donne´es afin d’estimer le biais de son horloge locale par re´solution, nous allons
le voir, d’un programme line´aire dans R3. Ce biais estime´ sert alors a` appliquer
une correction a` l’oscillateur local.
Dans la suite de ce chapitre, les horloges du BSC et de la BTS sont respecti-
vement de´signe´es horloges maˆıtre et esclave.
2. Exigence qui peut eˆtre relache´e a` 100 PPB pour une certaine classe de petites BTS.
3. Correspondant soit a` l’horloge de re´fe´rence du cœur de re´seau (qui est soit une horloge au
ce´sium soit une horloge au rubidium asservie sur le GPS) propage´e sur l’infrastructure TDM
du re´seau, soit asservie sur le GPS avec holdover G.812 (ITU-T, 2004).
4. En pratique, afin d’e´viter le bruit de mesure du a` la traverse´e des couches logicielles
de la pile de protocoles lors de l’encodage d’un paquet, l’estampillage est re´alise´ au niveau
mate´riel juste avant (respectivement apre`s) son envoi (respectivement sa re´ception) par la
couche physique. Une conse´quence de ceci est que l’estampille d’un paquet ne peut eˆtre ve´hicule´e
dans le paquet lui meˆme mais dans un paquet de suivi (IEEE, 2007), typiquement le paquet
suivant dans le flux temps re´el.
5. Les estampilles du flux montant doivent donc eˆtre redescendues a` la BTS.
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3.2 Pre´liminaires sur les horloges
3.2.1 Terminologie
Nous rappelons dans cette section quelques notions fondamentales concernant
les horloges (Moon et al., 1999 ; Bi et al., 2006).
Une horloge est une fonction continue par morceaux C : R −→ R deux fois
de´rivable sauf sur un ensemble fini de points. Soit CA et CB deux horloges. Le
de´calage (“offset” en anglais) de CA relativement a` CB a` l’instant t est donne´
par CA(t)−CB(t). La fre´quence, i.e. le taux de progression de l’horloge, de CA a`
l’instant t correspond a` C ′A(t). Le biais (“skew” en anglais) de CA relativement a`
CB a` l’instant t est de´fini par C
′
A(t)−C ′B(t). E´galement, le rapport d’horloge de CA




B(t). Enfin, la de´rive (“drift”
en anglais) de CA relativement a` CB a` l’instant t correspond a` C
′′
A(t)− C ′′B(t).
Sur une pe´riode de temps suffisamment courte (typiquement quelques mi-
nutes), la de´rive est ge´ne´ralement ne´glige´e et, en conse´quence, la fre´quence, le
biais et le rapport d’horloge peuvent eˆtre conside´re´s constant.
Les notions de biais et de rapport d’horloge sont utilise´es de manie`re in-
terchangeable dans ce chapitre (en fait, nous travaillons principalement avec le
rapport d’horloge) et il est trivial de passer de l’un a` l’autre dans la mesure ou`
δ = C ′A − C ′B = C ′A − C ′A/α = (1− 1/α)C ′A avec α = C ′A/C ′B.
3.2.2 E´tat de l’art
L’approche vraisemblablement la plus simple pour estimer un biais d’horloge
consiste, sur la base de mesures monodirectionnelles, a` mettre en abscisse les
intervalles de temps inter-re´ceptions de paquets (mesure´s avec l’horloge esclave)
et en ordonne´e les intervalles inter-e´missions (mesure´s avec l’horloge maˆıtre) puis
a` proce´der a` une re´gression line´aire. Cette approche, ne´anmoins, est connue pour
donner des re´sultats me´diocres (Paxson, 1998) et n’est pas exempte d’hypothe`ses
difficilement ve´rifiables (finitude des moments d’ordre 1 et 2 notamment) sur la
loi de probabilite´ du de´lai d’acheminement des paquets.
Duda et al. (1987) ont propose´s plusieurs approches motive´es par une autre
interpre´tation ge´ome´trique du proble`me : en mettant en ordonne´e les temps me-
sure´es avec l’horloge esclave (dates de re´ception pour les paquets descendants
et date d’e´mission pour les paquets montants) et en abscisse les temps mesure´s
avec l’horloge maˆıtre (dates d’e´mission pour les paquets montants et date de
re´ception pour les paquets descendants), on obtient un petit couloir vide qui en-
cadre la droite liant le temps maˆıtre et le temps esclave (voir la section 3.3 et la
figure 3.2). Par contre, la largeur du couloir de´pend du de´lai minimum d’achemi-
nement des paquets qui est ge´ne´ralement non ne´gligeable. Par essence, l’approche
que nous proposons a` la section 3.3 est e´galement fonde´e sur cette interpre´tation
ge´ome´trique.
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Moon et al. (1999) ont e´te´ les premiers a` proposer une me´thode base´e sur
la programmation line´aire pour l’estimation d’un biais d’horloge. Leur approche
consiste a` chercher a` positionner une droite sous le (et aussi proche que possible
du) nuage de points obtenu en mettant les mesures de de´lais d’acheminement
en abscisse et les dates d’envois en ordonne´e. Le coefficient directeur de la droite
donne alors une estimation du biais et trouver la droite requiert la re´solution d’un
programme line´aire dans R2. Cette approche a par la suite e´te´ raffine´e par Zhang
et al. (2002) qui ont propose´ d’autres fonctions e´conomiques et e´galement d’ex-
ploiter l’enveloppe convexe du nuage de points afin de tole´rer les re´initialisations
de l’horloge maˆıtre (un e´ve´nement qui ne peut se produire dans le cadre de notre
contexte applicatif au sens ou` l’horloge du BSC n’est jamais re´initialise´e et, dans
l’e´ventualite´ d’un rede´marrage du BSC, toutes les BTS qui sont sous sa respon-
sabilite´ rede´marrent e´galement).
D’autres approches incluent Aweya et al. (2006) (paquets de taille fixe sans
exploitation de donne´es additionnelles de´die´es a` la synchronisation), Khlifi &
Gre´groire (2006) (qui adresse explicitement des syste`mes a` faible exigence de
pre´cision) ainsi que Bi et al. (2006) et Wang et al. (2004).
Exception faite de l’approche de Duda et al. (1987), toutes les me´thodes
mentionne´es ci-dessus se basent uniquement sur des mesures unidirectionnelles.
L’utilisation de mesures bidirectionnelles, cependant, augmente significativement
la robustesse de la me´thode a` un couˆt additionnel relativement faible (les me-
sures montantes peuvent eˆtre descendues au nœud esclave par batchs pe´riodiques,
e´ventuellement compresse´s). E´galement, a` notre connaissance, aucune des me´tho-
des susmentionne´es n’a de´montre´ une capacite´ a` se conformer au niveau d’exi-
gence extreˆme du standard GSM. Comme nous l’avons de´ja` indique´, notre ap-
proche peut eˆtre conside´re´e comme e´tant un raffinement de la me´thode de Duda
et al. (1987) qui exploite la robustesse induite par la disponibilite´ de mesures bi-
directionnelles y compris lorsque le de´lai d’acheminement minimum des paquets
est grand. De plus, notre me´thode est simple, intuitive et imple´mentable en temps
line´aire.
3.3 Une approche par programmation line´aire
3.3.1 Principe





i les dates d’e´mission et de re´ception du i-e`me paquet descen-





j les dates d’e´mission et de re´ception du j-e`me paquet montant respecti-
vement mesure´es a` l’aide des horloges esclave et maˆıtre. Aussi, α et β de´notent
respectivement le biais et le de´calage de l’horloge esclave relativement a` l’horloge
maˆıtre, i.e. lorsque l’horloge maˆıtre indique t0 l’horloge esclave indique αt0 + β.
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Enfin, D
(d)
i > 0 et D
(u)
j > 0 sont deux variables ale´atoires qui correspondent
respectivement aux de´lais d’acheminement descendant et montant.











i ≥ αt(M)i + β. (3.2)

































Figure 3.1 – Illustration du principe d’estampillage.
En conse´quence, la droite t(S) = αt(M) + β est coince´e entre le nuage de
points descendants obtenu en mettant t
(S)
i en ordonne´e et t
(M)
i en abscisse (qui





i en abscisse (nuage qui est en dessous de la droite). Par contre,
ainsi qu’indique´ par Duda et al. (1987), une approche qui chercherait une unique
droite, soit par une forme de re´gression line´aire ou soit par se´paration des deux
nuages de points, risque de ne fournir qu’une pre´cision me´diocre dans le cas d’un
de´lai minimum d’acheminement des paquets non nul, cas de figure qui est plus la
re`gle que l’exception. Du coup, plutoˆt que de chercher une unique droite, notre
approche consiste a` inse´rer un “couloir” aussi large que possible entre les deux
nuages de points, c’est-a`-dire deux droites paralle`les aussi e´loigne´es que possible
et se´parant les deux nuages. Voir la figure 3.2.
3.3.2 Formulation line´aire
Clairement, les ine´galite´s (3.2) et (3.4) peuvent eˆtre interpre´te´es comme les
contraintes d’un programme line´aire.
Soit t(S) = αt(M) + β1 et t
(S) = αt(M) + β2 les frontie`res haute et basse du
couloir recherche´, respectivement. Une estimation de α peut alors eˆtre obtenue
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t (M)
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at      +b1




Figure 3.2 – Illustration du principe de fonctionnement de notre me´thode de
synchronisation.
par re´solution du programme line´aire suivant :





i + β1 ≤ t(S)i , i ∈ {1, . . . , n},
ατ
(M)
j + β2 ≥ τ (S)j , j ∈ {1, . . . , m}.
Par construction, ce programme ne posse`de que trois inconnues et il est bien
connu que le proble`me de la programmation line´aire dans R2 et R3 peut eˆtre re´solu
en temps line´aire du nombre de contraintes (Megiddo, 1983 ; Dyers, 1983), ici
n+m. Bien entendu, une imple´mentation sur e´tage`re de l’algorithme du simplex,
ou de tout autre algorithme pour la PL, peut e´galement eˆtre utilise´e si approprie´e
(ce qui est une question de ge´nie logiciel, voir la discussion section 3.3.3).
E´galement, remarquons que (β1 + β2)/2 fournit un estimateur grossier du
de´calage de l’horloge esclave relativement a` l’horloge maˆıtre. A` l’e´vidence, la vali-
dite´ de cet estimateur de´pend e´galement du degre´ de syme´trie du comportement
du re´seau.
3.3.3 Aspects syste`mes
Au niveau syste`me, la pre´sente me´thode requiert de la part du nœud esclave :
1. de collecter les donne´es temporelles descendantes et montantes ;
2. de re´soudre le programme line´aire de la section pre´ce´dente ;
3. d’utiliser le biais estime´ pour appliquer une correction borne´e (par exemple
limite´e a` 10 PPB par pe´riode) a` son oscillateur local.
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Ces e´tapes doivent eˆtre re´pe´te´es en continu, avec une pe´riode de collecte des
donne´es suffisamment courte pour que l’hypothe`se de constance du biais reste
raisonnable (typiquement quelques minutes).
E´galement, dans la mesure ou` la de´rive d’horloge est par nature un phe´nome`ne
lent, il est raisonnable de partir du principe que l’on peut filtrer une estimation de
biais qui serait trop diffe´rente de l’estimation obtenue sur la pe´riode pre´ce´dente.
En effet, bien que l’on peut escompter que la pre´sente me´thode soit robuste a`
certains e´ve´nements re´seaux comme des changements de chemins de routage, dans
la mesure ou` l’on utilise des mesures bidirectionnelles, il ne peut eˆtre exclu que
certaines conditions transitoires du re´seau conduisent de temps a` autres a` des
re´sultats aberrants.
Il convient aussi de souligner que la re´solution du programme line´aire de la
section 3.3.2 n’est pas une taˆche critique sur le plan du temps d’exe´cution (ty-
piquement, un budget de quelques secondes de calcul peut eˆtre alloue´ a` cette
taˆche). En conse´quence, le choix entre l’utilisation d’une imple´mentation sur
e´tage`re de l’algorithme du simplex et l’imple´mentation d’un algorithme spe´cialise´
dans la re´solution de programmes line´aires de faible dimension repose sur des
conside´rations de ge´nie logiciel : quantite´ de logiciel a` embarquer (les solveurs
ge´ne´riques ayant tendance a` eˆtre relativement lourds), temps de de´veloppement
(“off-the-shelf” versus proprie´taire), support et maintenance, etc.
3.4 Re´sultats expe´rimentaux
Cette section fournit des e´le´ments empiriques permettant de conclure que
notre approche par programmation line´aire peut se conformer aux exigences de
pre´cision du standard GSM dans deux situations typiques : une BTS connecte´e a`
son BSC via un WAN prive´ et une BTS (dite de classe de pico) connecte´e a` son
BSC via l’Internet public et une connexion ADSL.
3.4.1 Configuration WAN prive´
Initialement, afin d’avoir une ide´e des conditions dans lesquelles notre me´thode
allait devoir ope´rer, nous avons proce´de´ a` de l’ordre de 10000 pings d’une station
de travail situe´e en banlieue de Londres depuis une machine situe´e en re´gion
parisienne, ces deux machines faisant partie du meˆme WAN prive´. Pendant cette
expe´rience, le RTD (Round Trip Delay) moyen e´tait de 27.70 ms avec un e´cart-
type de 11.19 ms et les RTD minimum et maximum e´taient de 26 et de 196 ms,
respectivement. Approximativement 0.01% des paquets ont e´te´ perdus.
Dans la mesure ou seul des de´lais unidirectionels nous inte´ressent, nous avons
fait l’hypothe`se que le re´seau avait un comportement syme´trique durant l’expe´-
rience et divise´ les donne´es de ping par 2. Ensuite, de manie`re a` pouvoir faire
des simulations re´alistes, nous avons fait l’hypothe`se d’un de´lai d’acheminement
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distribue´ selon une loi de Weibull 6 dont nous avons estime´ les parame`tres de
position, de forme et d’e´chelle 7.
Donc, pour la configuration WAN prive´, nous avons simule´ l’envoi d’un paquet





(3.1) et (3.3), respectivement) selon la loi de Weibull susmentionne´e 8. Nous cher-
chions ensuite a` estimer un biais de +20 PPB soit, α = 1.000000020.
La table 3.1 re´sume nos re´sultats expe´rimentaux. La colonne “Dure´e” indique
la dure´e de la pe´riode de collecte des donne´es, la colonne “# paquets” donne
le nombre de paires de dates d’envoi et de re´ception qui ont e´te´ collecte´es et
les colonnes “Moy.”, “E´.-t.”, “Min” et “Max” donne des statistiques de base
(en unite´s PPB) pour l’erreur d’estimation, i.e. |αˆ−α|, ou` αˆ de´note l’estimation
obtenue par re´solution du programme line´aire de la section 3.3.2. Les programmes
line´aires ont e´te´ re´solus avec l’imple´mentation du simplex de COIN-OR qui, sur
le plan des performances, est capable de traiter des programmes avec de l’ordre
de 250 000 contraintes en moins d’une seconde.
Dure´e # paquets Moy. E´.-t. Min Max
10 secs 2 000 0.06743 0.13902 0.00001 0.74213
1 min 12 000 0.02789 0.04952 2.7×10−6 0.25863
10 mins 120 000 0.00451 0.01065 2×10−7 0.08190
Table 3.1 – Statistiques de |αˆ−α| en fonction de la dure´e, pour la configuration
WAN prive´. Les chiffres sont en PPB et ont e´te´ obtenus sur 100 simulations.
Les re´sultats donne´s dans la table 3.1 sugge`rent bien que, dans la configuration
6. On rappelle que la loi de Weibull est de´finie comme
f(x; τ, a, b) = ab−a(x− τ)a−1e−( x−τb )a ,
ou` τ , a et b sont respectivement les parame`tres de position, de forme et d’e´chelle (Saporta,
1990). La loi de Weibull est commune´ment utilise´e pour mode´liser le de´lai d’acheminement des
paquets dans les re´seaux paquets asynchrones (Norros, 1995 ; Papagiannaki et al., 2003).
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ness). On peut alors proce´der a` une estimation des parame`tres de la loi par la me´thode
des moments. On a (par la moyenne) τˆ = x¯ − bˆΓ (1 + 1
aˆ
)


















bˆ3 − 3(µˆ− τˆ )σˆ2 − (µˆ− τˆ )3
ou` les valeurs chapeaute´es sont toutes fonctions de aˆ e.g., µˆ ≡ µˆ(aˆ, bˆ(aˆ), τˆ (aˆ, bˆ(aˆ))), e´quation
qui peut eˆtre re´solue nume´riquement sans difficulte´.
8. Notons qu’il aurait aussi tout a` fait e´te´ possible d’utiliser des techniques de bootstraping.
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WAN prive´, notre me´thode a le potentiel d’estimer des biais d’horloge avec une
pre´cision sub-PPB, de`s lors que la dure´e d’observation est de taille raisonnable.
Ces re´sultats sont discute´s plus en de´tails a` la section 3.5.
3.4.2 Configuration Internet public
Comme dans le cas de la configuration WAN prive´, nous avons commence´
par re´aliser de l’ordre de 10000 pings d’une station de travail situe´e au sein d’un
WAN prive´ depuis une machine connecte´e a` l’Internet public via une connexion
ADSL. Durant cette expe´rience, le RTD moyen e´tait de 64.06 ms avec un e´cart-
type de 28.04 ms et les RTD minimum et maximum e´taient de 55 et 849 ms,
respectivement. De l’ordre de 0.33% des paquets ont e´te´ perdus.
De nouveau, comme dans la section pre´ce´dente, les donne´es de ping ont e´te´
divise´es par 2 et ont servi a` l’estimation des parame`tres de position, de forme et
d’e´chelle d’une loi de Weibull.
En conse´quence, pour la configuration Internet public, nous avons simule´





(e´quations (3.1) et (3.3), respectivement) e´taient tire´s selon la loi de Weibull
susmentionne´e. Nous avons alors cherche´ a` retrouver un biais de +40 PPB soit,
α = 1.000000040. Rappelons que l’exigence des ±50 PPB est relaˆche´e a` ±100
PPB pour les BTS de classe pico (3GPP, 2001).
La table 3.2 re´sume les re´sultats obtenus (se re´fe´rer a` la section pre´ce´dente
pour une description des diffe´rentes colonnes de cette table).
Dure´e # paquets Moy. E´.-t. Min Max
10 secs 500 0.75066 1.13316 0.00029 6.72219
1 min 3 000 0.04291 0.05569 0.00002 0.27037
10 mins 30 000 0.01065 0.01640 3.8×10−6 0.08255
Table 3.2 – Statistiques de |αˆ−α| en fonction de la dure´e, pour la configuration
Internet public. Les chiffres sont en PPB et ont e´te´ obtenus sur 100 simulations.
3.5 Discussion
Les re´sultats expe´rimentaux donne´s dans les deux sections pre´ce´dentes sugge`-
rent donc que notre approche fournit un niveau de pre´cision suffisant de`s lors que
la pe´riode de collecte des donne´es est supe´rieure a` la minute (en re´sume´, une erreur
pire cas d’approximativement 0.3 PPB a e´te´ observe´e pour les configurations
WAN prive´, pour un biais de 20 PPB, et Internet public, pour un biais de 40
PPB). Il suit qu’une pe´riode de collecte entre 1 et 10 mins paraˆıt raisonnable
aussi bien en termes de pre´cision que de validite´ de l’hypothe`se de constance du
biais.
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A` notre connaissance, ces caracte´ristiques expe´rimentales de la me´thode ont
par la suite e´te´ confirme´es en laboratoire a` l’aide de simulateurs de trafic re´seau,
puis en situation re´elle.
A` noter e´galement que la pre´sente approche a` e´te´ adapte´e et e´tendue par Poi-







Les travaux pre´sente´s dans cette seconde partie sont mene´s depuis novembre
2007 dans le cadre de mes activite´s de recherche et de responsable d’e´quipe de
recherche au sein du Laboratoire Syste`mes Temps Re´el Embarque´s de la Direction
de la Recherche Technologique du Commissariat a` l’E´nergie Atomique, a` Saclay.
Le chapitre 4 est un chapitre de contexte et refle`te les travaux de l’ensemble des
membres de l’e´quipe “Calcul intensif embarque´” du LaSTRE. Nous y pre´sentons
succinctement un langage de programmation paralle`le adapte´ aux nouvelles ar-
chitectures de processeurs massivement multicœurs pour l’embarque´, un mode`le
d’exe´cution paralle`le pour de tels syste`mes ainsi que l’architecture logicielle d’une
chaˆıne de compilation permettant de faire le lien entre les deux.
Cette technologie de compilation est bien re´elle : elle fait l’objet d’un travail
de prototypage avance´, mobilisant une dizaine d’inge´nieurs-chercheurs du CEA
depuis 2008, et d’un transfert technologique vers une startup de l’industrie du
semiconducteur. Il s’agit donc bien d’une technologie industrielle en devenir.
De nombreux proble`mes difficiles d’optimisation discre`te se pre´sentent dans
le cadre de la mise en œuvre d’une telle chaˆıne de compilation.
En conse´quence, les autres chapitres de cette partie, les chapitres 5, 6 et 7,
pre´sentent des travaux en optimisation combinatoire qui ont donne´ lieu a` des al-





Compilation flot de donne´es
4.1 Introduction
En guise de pre´lude a` notre contribution a` l’optimisation combinatoire dans
le domaine des syste`mes embarque´s nous pre´sentons succinctement, dans ce cha-
pitre, l’approche de la programmation et de la compilation pour les architectures
de processeurs massivement multicœurs que nous avons de´veloppe´e ces dernie`res
anne´es. Ces travaux, qui de´finissent le contexte principal des travaux en optimi-
sation pre´sente´s dans cette partie, sont le fruit d’une e´troite collaboration avec
Vincent David ainsi qu’avec l’ensemble des membres de l’e´quipe “Calcul intensif
embarque´” du LaSTRE et s’effectuent principalement dans le cadre d’un labo-
ratoire commun entre le CEA et la socie´te´ Kalray, startup cre´e´e en juillet 2008,
dont l’objectif est de concevoir et de´velopper une nouvelle ge´ne´ration de circuits
paralle`les programmables multiapplications pour l’embarque´. Le de´veloppement
de cette technologie de compilation mobilise depuis 2008 une e´quipe d’une pe-
tite dizaine d’inge´nieurs-chercheurs, l’e´quipe “Calcul intensif embarque´” susmen-
tionne´e, dont je me suis vu confie´ la responsabilite´. Cette technologie est aujour-
d’hui a` l’e´tat de prototype avance´ : il existe une premie`re version comple`te d’une
chaˆıne de compilation qui a passe´ son bapteˆme du feu industriel sur des appli-
cations de re´fe´rence complexes (notamment un encodeur H.264 complet) jusqu’a`
la construction d’un binaire et a` son exe´cution sous l’e´gide d’un micro-noyau
que nous avons aussi prototype´. Cette technologie a e´galement d’ores et de´ja` fait
l’objet d’une premie`re vague de transfert industriel en 2011.
Confidentialite´ oblige, nous ne pouvons pas vraiment donner de de´tails sur
l’architecture Kalray. Nous nous contenterons d’indiquer qu’il s’agit d’un micro-
processeur comportant un certain nombre de clusters, qui sont des petits calcu-
lateurs paralle`les MIMD compose´s de quelques cœurs de calcul et dote´s d’une
me´moire partage´e, interconnecte´s par un re´seau paquet asynchrone sur puce de
topologie torique, borne´ en latence. Cette technologie permet d’inte´grer de l’ordre
de 200 a` 1000 cœurs de calcul, fonctionnant a` des fre´quences relativement faibles,
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au sein d’une unique puce avec un budget thermique tre`s re´duit. Cf. Kalray (2011)
pour plus de de´tails.
Si ses bases ont e´te´ jete´es en meˆme temps que celles de l’informatique 1, le
paralle´lisme est longtemps reste´ l’apanage des spe´cialistes des grands centres de
recherche. Ce n’est que depuis la fin de ce que l’on appelle de´sormais l’e`re Moore
qu’il devient ne´cessaire de rendre le paralle´lisme, c’est-a`-dire l’e´criture, la mise
au point, l’exe´cution performante et maˆıtrise´e et la maintenance de programmes
paralle`les, accessibles au plus grand nombre. Ceci afin de permettre une exploita-
tion viable des architectures de processeurs paralle`les, dites multicœurs, qui sont
de´sormais monnaie courante.
4.2 Un mode`le de programmation paralle`le
4.2.1 Mode`les de calcul flot de donne´es
Le principal e´cueil de la programmation paralle`le est la synchronisation entre
les taˆches. Quiconque a de´ja` eu a` mettre au point un programme paralle`le non
trivial le sait. Nos premie`res re´flexions nous ont donc conduit a` chercher a` nous
de´barrasser de cette synchronisation ou tout au moins de son explicitation. Nous
nous sommes donc tourne´s vers des mode`les dit flot de donne´es, introduits par
Lee & Parks (1995). Tout comme les re´seaux de processus de Kahn (1974), les
re´seaux flot de donne´es exhibent une certaine forme de de´terminisme : pour
un jeu de donne´es d’entre´e fixe´, les re´sultats des calculs effectue´s par le re´seau
sont inde´pendants des ale´as d’exe´cution (par exemple lie´s a` l’ordonnancement
de l’exe´cution des taˆches ou a` l’inde´terminisme inhe´rent aux temps d’exe´cution
unitaires). Une proprie´te´ fondamentale lorsqu’il s’agit de faire du calcul paralle`le !
Un re´seau de processus flot de donne´es consiste simplement en un ensemble
de taˆches qui communiquent via des canaux FIFO unidirectionnels non borne´s 2,
et uniquement via ses canaux. Dans ce mode`le, toutes les synchronisations inter-
taˆches se font donc de manie`re implicite, par les donne´es. Pour se fixer les ide´es,
un tel re´seau peut eˆtre repre´sente´ par un graphe oriente´ dont les sommets sont
les taˆches et dont les arcs sont les canaux de communication. Les taˆches, quant a`
elles, sont mode´lise´es par des machines a` e´tats dont les transitions spe´cifient l’effet
de la taˆche sur ses canaux d’entre´e/sortie sur le plan des quantite´s de donne´es
consomme´es et produites, respectivement.
1. Un peu d’histoire : Colossus, le premier ordinateur, construit a` Bletchley Park par
l’inge´nieur britannique Thomas Flowers pendant la seconde guerre mondiale, pour la cryp-
tanalyse des syste`mes de chiffrement Allemands de la se´rie SZ40 (nom de code allie´ : “Tunny”),
e´tait un calculateur paralle`le dans le sens le plus moderne du terme (Copeland, 2006).
2. Insistons sur le fait qu’il ne s’agit la` que d’un mode`le de calcul, c’est-a`-dire d’un mode`le
abstrait qui ne pre´sage en rien de l’imple´mentation sur la cible qui en est le produit de com-
pilation. En particulier, les canaux de communication doivent in fine eˆtre imple´mente´s par le
biais de tampons me´moires dimensionne´s statiquement.
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Il existe tout un bestiaire de mode`les flot de donne´es selon les contraintes
que l’on impose aux machines a` e´tat des taˆches (Girault et al., 1999). Les plus
connus sont le mode`le synchrone (Lee & Messerschmitt, 1987), dans lequel les
machines a` e´tat des taˆches sont limite´es a` un e´tat et une transition, et le mode`le
cyclostatique (Bilsen et al., 1996), dans lequel les machines a` e´tat des taˆches cor-
respondent a` des circuits. Dans la mesure ou` ces deux mode`les excluent toute
forme de non de´terminisme, ils sont de´cidables (notamment les deux proprie´te´s
fondamentales que sont l’absence d’interblocage et l’exe´cution en me´moire borne´e
sont de´cidables). Cette proprie´te´ de de´cidabilite´ se perd de`s lors que l’on ajoute
le moindre inde´terminisme (typiquement la possibilite´ d’existence de taˆches de
type switch et select) a` ces mode`les (Buck, 1993), sans prendre de pre´cautions
se´mantiques. Comme nous le verrons au chapitre 6, cela n’empeˆche pas l’ana-
lyse formelle de re´seaux issus des mode`les ge´ne´raux, mais cette analyse devient
ne´cessairement approche´e (tout en restant bien e´videmment suˆre).
Dans la ligne´e des approches de Lee (1988) et de Gao et al. (1992), et comme
nous le verrons a` la section suivante, le mode`le de calcul sous-jacent au lan-
gage que nous avons de´fini, ΣC, e´tend le mode`le cyclostatique avec une forme
d’inde´terminisme qui se veut be´nigne sur le plan de la de´cidabilite´.
4.2.2 Le langage ΣC
Le mode`le de calcul e´tant de´termine´, encore faut-il lui associer un langage de
programmation digne de ce nom. Nous avons donc de´fini le langage de program-
mation ΣC dont les principales caracte´ristiques sont d’avoir une puissance d’ex-
pression adapte´e a` une large gamme d’applications (essentiellement en traitement
du signal et de l’image), de permettre la maˆıtrise d’applications complexes via une
approche par composants, de permettre l’expression naturelle d’un paralle´lisme
massif, a` mettre en ade´quation par compilation avec les ressources offertes par
le syste`me, de permettre l’expression de programmes proches du fonctionnement
syste`me (ce qui est inte´ressant pour la programmation de librairies spe´cialise´es,
ou en de´but de vie d’un produit) et, enfin, de correspondre a` une extension “na-
turelle” du langage C de manie`re a` e´viter, autant que faire se peut, de de´router
les programmeurs expe´rimente´s des domaines applicatifs vise´s. La philosophie
ge´ne´rale est donc d’assumer le paralle´lisme en facilitant l’expression de ce dernier
qui est ensuite retravaille´ par compilation ou, plus exactement, mis en ade´quation
avec les ressources du syste`me.
L’objet de cette section n’est pas de fournir une spe´cification de´taille´e du
langage ΣC, pour cela nous renvoyons le lecteur vers des re´fe´rences spe´cialise´es
(Goubier et al., 2008a, 2011 ; Kalray, 2011). Il s’agit juste d’en illustrer les grandes
lignes au travers d’un exemple simple : le calcul du laplacien d’une image a`
l’aide d’une de´composition en filtres se´parables de l’ope´rateur laplacien d’une
gaussienne (Cocquerez & Philipp, 1995). Cet ope´rateur consiste simplement a`
re´aliser une convolution monodimensionnelle sur toutes les lignes de l’image avec,
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d’une part, le masque
g(1) = (−1 − 6 − 17 − 17 18 46 18 − 17 − 17 − 6 − 1)
et, d’autre part, le masque
g(2) = (0 1 5 17 36 46 36 17 5 1 0),
puis a` re´aliser une convolution monodimensionnelle sur toutes les colonnes des
deux images re´sultantes avec les masques g(2) pour la premie`re et g(1) pour la
seconde. La somme de ces deux dernie`res images donne le laplacien de l’image
d’entre´e dont les passages par ze´ros en indiquent les contours. Plus pre´cise´ment,


































La figure 4.1 donne un exemple de re´seau de processus permettant de re´aliser
cette fonction. Le re´seau est de´crit de gauche a` droite. La taˆche R repre´sente une
taˆche de lecture de l’image d’entre´e, la taˆche S qui lui succe`de est un ope´rateur de
split(W,H) dont la fonction est de re´partir les donne´es sur son canal d’entre´e (en
round-robin W donne´es par W donne´es) sur ses H canaux de sortie. Les taˆches
L re´alisent les deux premie`res convolutions monodimensionnelles sur une ligne
d’image (elles ont donc une entre´e et deux sorties) i.e., les e´quations (4.1) et (4.2)
a` i fixe´. Les deux taˆches J qui leur succe`dent sont des ope´rateurs de join(W,H)
qui ont pour fonction d’inse´rer les donne´es des H canaux d’entre´es (en round-
robin W donne´es par W donne´es) sur le canal de sortie. Les taˆches S suivantes
sont des ope´rateurs de split(1,W ) qui vont permettre de de´composer les deux
images de re´sultats interme´diaires en colonnes afin que les taˆches C proce`dent
au traitement des colonnes (deux convolutions et une sommation) i.e., l’e´quation
(4.3) a` j fixe´, et fournissent des re´sultats qui sont recompose´s par la taˆche J qui
leur succe`de (ope´rateur de join(1,W )) en une image re´sultat qui est e´crite par la
taˆche W .
L’encadre´ 1 donne un exemple de code source ΣC qui imple´mente simul-
tane´ment les deux premie`res convolutions monodimensionnelles sur une ligne
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Figure 4.1 – Re´seau de processus flot de donne´es pour le calcul du laplacien
d’une image.
d’image. Il s’agit d’un agent nomme´ LineFilter qui posse`de un parame`tre d’ins-
tanciation W (la largeur de l’image) de type int ainsi qu’une interface indiquant
qu’il est muni d’un port d’entre´e (in) appele´ line et sur lequel sont ve´hicule´es des
donne´es de type int ainsi que de deux ports de sortie (out), output1 et output2
e´galement type´s sur int. L’interface de l’agent donne e´galement la spe´cification
(spec) de sa machine a` e´tat, cette dernie`re e´tant re´duite a` une transition consom-
mant (respectivement produisant) W donne´es sur le port line (respectivement
sur les ports output1 et output2). L’agent LineFilter posse`de deux tableaux
de constantes (const) partage´es (shared) entie`res g1 et g2 qui repre´sentent les
masques de convolution. Ces deux tableaux sont partage´s au sens ou` contrai-
rement aux donne´es d’instances (l’agent LineFilter n’en a pas) accessibles en
lecture/e´criture ou aux constantes de´pendantes de parame`tres d’instanciation,
elles n’ont pas besoin d’eˆtre duplique´es. Enfin, l’agent LineFilter posse`de une
fonction de traitement start (dont la se´mantique est d’eˆtre invoque´e inde´finiment)
dont l’effet sur les ports d’entre´e/sortie de l’agent (spe´cifie´ par sa signature ex-
change) se re´sume a` consommer (respectivement produire) W donne´es sur le port
input (respectivement sur les ports output1 et output2), ces donne´es e´tant ac-
cessibles depuis le code de traitement sous la forme d’un tableau d’entiers a (res-
pectivement des tableaux d’entiers b et c). Une des caracte´ristiques se´mantiques
du langage est qu’il y a une e´quivalence pointeur stricte pour ces tableaux.
L’encadre´ 2 illustre comment combiner plusieurs instances de l’agent Line-
Filter au sein d’une entite´ composite (subgraph) afin de traiter l’inte´gralite´ d’une
image pour ce qui est la premie`re e´tape du calcul du laplacien. Cette entite´
posse`de un parame`tre d’instanciation W (la largeur de l’image) de type int ainsi
qu’une interface indiquant qu’elle est munie d’un port d’entre´e (in) appele´ imag







spec {{line[W]; output1[W]; output2[W]}};
}
shared const int
g1[11] = { -1, -6, -17, -17, 18, 46, 18, -17, -17, -6, -1},
g2[11] = {0, 1, 5, 17, 36, 46, 36, 17, 5, 1, 0};









b[i] += g1[j] * a[i+j];





Encadre´ 1: Source ΣC d’un agent de traitement d’une ligne d’image.
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et sur lequel sont ve´hicule´es des donne´es de type int ainsi que de deux ports de
sortie (out), output1 et output2 aussi type´s sur int. L’interface de l’entite´ donne
e´galement la spe´cification (spec) de sa machine a` e´tat, cette dernie`re e´tant re´duite
a` une transition consommant (respectivement produisant) W*H (soit l’inte´gralite´
d’une image) donne´es sur le port line (respectivement sur les ports output1 et
output2). En tant qu’entite´ composite, LinePass n’a pas de fonction de trai-
tement, il posse`de par contre une section map dont la vocation est d’instancier
(new) et d’interconnecter (connect) ses composants (qui peuvent eux-meˆmes eˆtre
composites), certains e´tant des agents “built-ins” (les split, les join et autres dup,
select et merge 3).


























Encadre´ 2: Source ΣC d’un composant calculant la premie`re passe du calcul du
laplacien d’une image.
3. Le select e´tant dote´ d’une se´mantique re´gularise´e, proche de celle du dup (Goubier et al.,
2011), ce qui permet d’e´viter l’e´cueil de l’inde´cidabilite´ e´voque´ a` la section 4.2.1.
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Ce petit exemple suffit a` illustrer quelques unes des caracte´ristiques de´ja`
e´voque´es du langage. En particulier, nous avons vu qu’il est facile d’exprimer
un degre´ de paralle´lisme important (ici pas moins de 640 taˆches pour la premie`re
passe du traitement et 480 pour la seconde, dans le cas d’une image 640×480 ty-
pique d’une came´ra de surveillance lambda), de fait trop important car le nombre
de chaˆınes paralle`les requis pour tenir un de´bit de 30 images par seconde (la` en-
core typique) sur un tel traitement est en fait beaucoup plus faible (d’un facteur
entre 10 et 100).
4.3 Cadencement par un temps logique
Dans cette section, nous pre´sentons un me´canisme de cadencement base´ sur un
temps logique vectoriel permettant une exe´cution fonctionnellement de´terministe,
performante et maˆıtrise´e d’applications flot de donne´es sur une architecture pa-
ralle`le.
La mise en œuvre d’un tel cadencement se base sur la construction d’un poset
de vecteurs d’horloge isomorphe a` un ordre partiel calcule´ hors ligne qui encode
les de´pendances de donne´es (ou autres) entre les occurrences des taˆches de l’ap-
plication. D’une part, un tel proce´de´ de cadencement permet un fonctionnement
syste`me performant pouvant, qui plus est, eˆtre acce´le´re´ moyennant la pre´sence
de quelques briques mate´rielles spe´cifiques (par exemple un ope´rateur de com-
paraison entre deux vecteurs temps). D’autre part, il de´finit un cadre suffisam-
ment riche pour permettre a` une chaˆıne de compilation d’encoder les pre´requis
d’exe´cution des taˆches (en particulier les disponibilite´s de donne´es et d’espace de
production dans les tampons associe´s aux canaux du re´seau de processus) dans
un graphe de de´pendances et de contraindre, par ge´ne´ration de code, le fonc-
tionnement syste`me a` s’y conformer. Ceci, afin de garantir un fonctionnement
correct, de´nue´ de blocages et dans des bornes de dimensionnement calcule´es hors
ligne.
Ce mode`le d’exe´cution fait l’objet de deux brevets, l’un portant sur le proce´de´
d’exe´cution (Sirdey & David, 2010b) et l’autre portant sur un circuit d’acce´le´ra-
tion mate´rielle associe´ (Sirdey & David, 2010a). Cf. e´galement (Sirdey & David,
2008).
4.3.1 Rappels sur la the´orie des ensembles ordonne´s
Afin de formaliser la notion de temps logique, il convient de rappeler quelques
e´le´ments de the´orie des ensembles ordonne´s (Davey & Priestley, 2002).
Soit X un ensemble. Un ordre partiel sur X est une relation, note´e v, re´flexive
(x v x, ∀x ∈ X), antisyme´trique (x v y ∧ y v x ⇔ x = y, ∀x, y ∈ X) et
transitive (x v y ∧ y v z ⇒ x v z, ∀x, y, z ∈ X). Le couple (X,v) de´finit un
ensemble partiellement ordonne´ (poset). De meˆme, on de´finit la relation @ telle
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que x @ y ⇔ x v y ∧ x 6= y, ∀x, y ∈ X . Enfin, lorsque x 6v y et y 6v x, on dit que
x et y sont incomparables, ce qui se note x‖y.
Un poset (X,v) de´finit une chaˆıne si ∀x, y ∈ X soit x v y, soit y v x. Autre-
ment dit, une chaˆıne est un poset sans couple d’e´le´ments distincts incomparables.
Inversement, un poset (X,v) de´finit une antichaˆıne lorsque x v y si et seulement
si x = y.
Une extension line´aire d’un poset (X,v) est une chaˆıne (X,v′) telle que
x v y ⇒ x v′ y, ∀x, y ∈ X . L’intersection (X,v1) ∩ (X,v2) = (X,v3) de deux
posets (X,v1) et (X,v2) est telle que, ∀x, y ∈ X , x v3 y si et seulement si x v1 y
et x v2 y. On dit qu’un ensemble {(X,v1), ..., (X,vn)} d’extensions line´aires du
poset (X,v) le re´alisent si ⋂ni=1(X,vi) = (X,v).
La dimension d’un poset P , note´e dim(P ), est de´finie comme le plus petit
entier n tel qu’il existe un ensemble de n extensions line´aires de P qui le re´alisent.
Pre´cisons e´galement qu’e´tant donne´ un poset P et un entier K > 2, la question
“dim(P ) ≤ K ?” est NP -comple`te 4.
4.3.2 Encodage vectoriel d’un ordre partiel d’exe´cution
Nous rappelons ici un me´canisme bien connu (Raynal, 1991 ; Raynal & Sin-
ghal, 1996) qui permet a` chaque site d’un syste`me re´parti asynchrone de se
construire une approximation d’un temps global correcte au sens ou` elle permet
de conclure sur la de´pendance ou l’inde´pendance causale entre deux e´ve´nements.
Le principe est simple.
Chaque site i d’un syste`me re´parti a` n sites est dote´ d’un vecteur horloge
h(i) de dimension n, initialise´ a` 0. La composante h
(i)
j de ce vecteur repre´sente la
connaissance qu’a le site i du nombre d’e´ve´nements produits par le site j. Cette
connaissance est acquise au fur et a` mesure que le site i rec¸oit des messages. La
progression du temps est alors dicte´e par les re`gles suivantes :
1. lorsque le site i produit un e´ve´nement (interne, e´mission, re´ception), il
incre´mente h
(i)
i , son compteur d’e´ve´nements, de 1 ;
2. a` tout message est associe´ la valeur du vecteur horloge de l’e´metteur, h,
au moment de l’e´mission, a` la re´ception d’un tel message le re´cepteur, i,
incre´mente h
(i)
i et ajuste son vecteur horloge :
∀j, h(i)j := max(hj , h(i)j ).
Ces re`gles garantissent, d’une part, que h
(i)
j croˆıt de manie`re monotone, ∀i, j, et,
d’autre part, que h
(i)
j ≤ h(j)j , ∀i, j.
Si l’on dote l’ensemble des vecteurs horloge de la relation :
h v h′ ⇔ ∀i, hi ≤ h′i,
4. Il s’agit d’ailleurs de l’un des proble`mes ouverts du traite´ bien connu de Garey & Johnson
(1979) : Partial Order Dimension (Yannakakis, 1982).
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alors le poset des vecteurs horloge est isomorphe a` la relation de causalite´ i.e., si
a et b sont deux e´ve´nements respectivement estampille´s par les vecteurs ha et hb
alors
a→ b⇔ ha @ hb
et
a inde´pendant de b⇔ ha‖hb.
Dans les termes de la section 4.3.1, chacune des n composantes des vecteurs
horloge de´finissent une extension line´aire de la relation de causalite´ et ces n
extensions line´aires la re´alisent.
En utilisant un principe analogue, il devient e´le´mentaire de construire un en-
semble de n extensions line´aires qui re´alisent un ordre partiel entre les occurrences
des n taˆches d’une application paralle`le donne´ par un graphe de de´pendances sans
circuit, borne´ ou non : le graphe est parcouru selon l’ordre topologique et chaque
arc du graphe est assimile´ a` un message duˆment estampille´.
D’une manie`re e´quivalente, cela signifie que l’on construit une repre´sentation
d’un graphe de de´pendances entre les occurrences de n taˆches a` l’aide de vecteurs
de dimension n. Une dimension de n n’est pas force´ment minimum, nous avons
ne´anmoins rappele´ dans la section 4.3.1 que minimiser la dimension est NP -
difficile et il a e´te´ montre´ (Charron-Bost, 1991) qu’il est parfois impossible de
faire mieux. Ne´anmoins, ce pire cas n’est pas repre´sentatif et il est ge´ne´ralement
possible de faire beaucoup mieux : un calcul re´parti typique mettant en jeu jus-
qu’a` 300 processus ne de´passe ge´ne´ralement pas la dimension 10 (Ward, 1999).
Sachant qu’en pratique on peut toujours relaˆcher la contrainte d’isomorphisme et
contraindre la dimension a` ne pas de´passer une borne donne´e en re´duisant (avec
pre´caution) le paralle´lisme.
Pour se fixer les ide´es, la figure 4.2 illustre l’ordre partiel d’exe´cution et la
nume´rotation vectorielle associe´e pour une application e´le´mentaire compose´e de
trois taˆches a` consommation et production unitaires, connecte´es en pipeline et
communiquant a` l’aide de tampons de taille 3. Les composantes des vecteurs
temps ont e´te´ replie´es en utilisant un ordre partiel modulo M sur {0, . . . ,M −
1} 5 afin de borner le nombre de bits utilise´ pour les composantes des vecteurs
d’horloge logique.
4.3.3 Illustration du fonctionnement syste`me
Soit T l’ensemble des taˆches de l’application. A` chaque taˆche t ∈ T on associe :
1. un vecteur de temps logique, d(t), de dimension n ≤ |T | (cette dimension
e´tant la meˆme pour toutes les taˆches) qui repre´sente sa date logique de dis-
ponibilite´, de meˆme, on suppose donne´e d
(t)
0 , la date logique de disponibilite´
initiale de la tache t ;
5. Soit T et M deux entiers tels que M > 2T , on dote l’ensemble {0, . . . ,M − 1} de la
relation x @ y = vrai si et seulement si x < y ∧ y − x ≤ T ∨ x > y ∧M − x+ y ≤ T .
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Figure 4.2 – Ordre partiel d’exe´cution et nume´rotation vectorielle (replie´e) as-
socie´e pour un pipeline a` trois e´tages.
2. un entier, k(t), qui repre´sente un compteur de de´pendances ;
3. une re`gle d’incre´mentation du temps logique, δ(t) : Zn −→ Zn, qui permet,
a` la fin de l’exe´cution de la taˆche t, de calculer la nouvelle date logique de
disponibilite´ pour la taˆche.
Une taˆche dont le compteur de de´pendances est e´gal a` 0 peut eˆtre exe´cute´e.
Au de´marrage du syste`me les actions suivantes sont re´alise´es :
1. pour chaque taˆche t ∈ T faire d(t) := d(t)0 et k(t) := 0 ;
2. pour chaque taˆche t ∈ T faire, pour chaque taˆche t′ ∈ T \ {t} faire si
d(t
′)
@ d(t) alors k(t) := k(t) + 1 ;
Dans la mesure ou` les vecteurs de temps logique encodent un ordre partiel,
il y a ne´cessairement une taˆche dont le compteur de de´pendances est e´gal a` 0
et l’exe´cution peut commencer (d’une manie`re e´quivalente, il y a toujours un
sommet sans pre´de´cesseur dans un graphe sans circuit, borne´ ou non).
Fonctionnellement, lorsque l’occurrence d’une taˆche t se termine, les actions
suivantes sont re´alise´es :
1. pour chaque taˆche t′ ∈ T \ {t} faire si d(t) @ d(t′) alors k(t′) := k(t′) − 1 ;
2. faire d(t) := δ(t)(d(t)) ;
3. pour chaque taˆche t′ ∈ T \ {t} faire si d(t) @ d(t′) alors k(t′) := k(t′) + 1 ;
4. pour chaque taˆche t′ ∈ T \ {t} faire si d(t′) @ d(t) alors k(t) := k(t) + 1.
En termes de mise en œuvre, il convient de souligner, d’une part, qu’il y a
matie`re a` paralle´lisme dans les actions ci-dessus et, d’autre part, qu’il est possible
de ne travailler que sur des sous-ensembles de taˆches (calcule´s hors ligne) qui
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excluent, par exemple, les taˆches t′ qui sont telles que d(t) et d(t
′) sont toujours
incomparables ou encore en se limitant arbitrairement a` un horizon borne´.
4.4 Processus de compilation
Cette section donne un bref aperc¸u de l’architecture logicielle d’une chaˆıne de
compilation pour le langage ΣC, dont l’objet est in fine de faire le lien entre une
application e´crite dans ce langage et le mode`le d’exe´cution pre´sente´ a` la section
pre´ce´dente pour aboutir a` la construction d’un binaire exe´cutable.
4.4.1 Parseur et ge´ne´ration de code
La premie`re passe de compilation d’une application ΣC commence classique-
ment par une e´tape de preprocessing (au sens du pre´processeur C) suivie des
e´tapes d’analyse lexicale, syntaxique et se´mantique (par exemple en termes de
typage) que l’on trouve dans tous les compilateurs. La fonction de cette premie`re
passe consiste ensuite a` ge´ne´rer des codes C a` partir des sources ΣC. Ces codes
sont re´partis en deux cate´gories : les codes d’instanciation du re´seau de processus,
issus de la compilation des sections map que nous avons introduites a` la section
4.2.2 et qui ont vocation a` eˆtre exe´cute´s hors-ligne dans le cadre du processus de
compilation ainsi que les codes de traitement, issus de la compilation des fonctions
de traitement des agents qui, eux, ont vocation a` eˆtre embarque´s.
Il est important de noter que ces codes sont ge´ne´re´s une fois pour toutes
et qu’ils ne sont plus destine´s a` eˆtre modifie´s autrement que par substitution,
c’est-a`-dire a` ne pas eˆtre manipule´s par autre chose qu’un pre´processeur C.
4.4.2 Compilation du paralle´lisme
La deuxie`me passe de compilation a pour vocation premie`re l’exe´cution des
codes d’instanciation ge´ne´re´s par la premie`re passe. Comme nous l’avons vu a` la
section 4.2.2 aucune restriction particulie`re ne s’applique au code pre´sent dans
les sections map (les topologies d’interconnexions peuvent donc eˆtre quelconques,
les valeurs des parame`tres d’instanciation des agents peuvent eˆtre le re´sultat de
calculs arbitrairement complexes, etc.). Une approche pragmatique est donc de
lui faire correspondre un code C faisant appel a` des API adapte´es qui est ensuite
compile´ et exe´cute´ sur la station de compilation afin de construire une structure
de donne´es repre´sentant le re´seau de processus (graphe du re´seau de processus et
machines a` e´tats des instances d’agents), d’une part, et d’autre part de ge´ne´rer les
donne´es propres aux instances des agents (valeurs des parame`tres d’instanciation,
valeurs d’initialisation pour les variables d’e´tat, etc.).
Cette passe de compilation est aussi responsable d’un certain nombre de ma-
nipulations sur le re´seau de processus. En particulier, il lui incombe de proce´der
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a` une premie`re re´duction du paralle´lisme (par re´duction des sche´mas d’acce`s,
par exemple le nombre de sorties d’un split, et fusion de taˆches) afin de mettre
ce dernier en ade´quation avec les ressources du syste`me et, e´galement, de com-
poser les sche´mas d’acce`s aux donne´es exprime´s a` l’aide des agents “built-ins”
(split, join, dup, etc.) afin, autant que faire se peut, de permettre leurs implanta-
tions a` l’aide de tampons me´moires partage´s. C’est aussi a` cette e´tape, que l’on
peut proce´der a` une ve´rification de cohe´rence hie´rarchique des spe´cifications (il
s’agit, pour chaque agent composite, de ve´rifier que la composition des machines
a` e´tats de ces composants imple´mente bien sa machine a` e´tats) ainsi qu’a` une
ve´rification de l’absence d’interblocage accompagne´e d’un pre´dimensionnement
suˆr des tampons associe´s aux canaux tel que pre´sente´ au chapitre 6.
De`s la fin de cette phase, il est e´galement possible de proce´der a` une premie`re
exe´cution du re´seau de processus a` l’aide d’un moteur d’exe´cution litte´rale base´
sur des primitives Posix (par exemple des processus inde´pendants communiquant
par pipes, par segments de me´moire partage´e ou par sockets TCP). Un tel envi-
ronnement d’exe´cution permet assez rapidement de proce´der a` une mise au point
fonctionnelle du code applicatif, inde´pendamment de l’architecture cible.
4.4.3 Affectation de ressources
La troisie`me passe de compilation est en charge du lien avec la structure de
l’architecture cible en proce´dant a` l’affectation de ses ressources (au sens large).
Il s’agit donc, dans un premier temps, de proce´der a` un dimensionnement
des tampons de communication tenant compte des caracte´ristiques temporelles
des taˆches (les temps d’exe´cution) et des objectifs de de´bit de l’application
(contraintes non fonctionnelles). Pour ce faire, nous avons de´veloppe´ une ap-
proche a` l’ordre 2 qui vise a` trouver des tailles de tampon permettant d’atte´nuer
les effets des variances des temps d’exe´cution sur les de´bits moyens afin de rame-
ner ces derniers, lorsque cela est possible e´videmment, au dessus de valeurs seuils
critiques calcule´es a` partir des contraintes de l’application.
Dans un second temps, afin de faire le lien avec le mode`le d’exe´cution pre´sente´
a` la section 4.3, il convient de construire un ordre partiel non borne´, replie´ (donc
repre´sentable de manie`re finie) sur les occurrences des taˆches (Galea & Sirdey,
2010). Pour ce faire, on commence par calculer (par re´solution d’un syste`me
line´aire), un vecteur de re´pe´tition canonique qui donne, pour chaque taˆche, le
nombre d’occurrences permettant de ramener le re´seau d’un e´tat initial vers le
meˆme e´tat. Ce vecteur de´finit un cycle de fonctionnement qui peut, par de´finition,
eˆtre re´pe´te´ inde´finiment et ce, e´galement par de´finition, en me´moire borne´e. Guide´
par ce cycle de fonctionnement, on proce`de ensuite a` une premie`re exe´cution
symbolique du re´seau (au sens ou` l’on exe´cute les machines a` e´tats des taˆches et
ou` seules nous inte´ressent les quantite´s produites et consomme´es sur les canaux)
afin de construire un ordre partiel refle´tant les de´pendances de donne´es entre les
occurrences des taˆches, puis a` une seconde exe´cution symbolique locale a` chaque
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couple producteur/consommateur afin d’ajouter a` cet ordre partiel les de´pendan-
ces (replie´es) permettant de garantir le respect des bornes de dimensionnement
des tampons.
Enfin, il s’agit de proce´der a` l’e´tape de placement/routage qui est pre´sente´e
en de´tails au chapitre 5 et dont l’objet est sche´matiquement de grouper, sous
les contraintes de capacite´ des clusters de l’architecture, les taˆches qui commu-
niquent ensemble puis d’affecter ces groupes de taˆches aux clusters de l’architec-
ture en tenant compte d’un crite`re de distance et, enfin, de calculer les chemins
d’acheminement des donne´es au travers du re´seau sur puce. Bien e´videmment,
cette e´tape requiert la re´solution de plusieurs proble`mes difficiles d’optimisation
discre`te et nous renvoyons le lecteur au chapitre 5 de ce me´moire pour les de´tails,
cf. e´galement Sirdey & David (2009).
Pour donner des re´sultats de qualite´, cette passe d’affectation des ressources
ne´cessite une connaissance assez pre´cise des caracte´ristiques de l’application, en
particulier temporelles. De telles donne´es sont ge´ne´ralement obtenues en inte´grant
a` la chaˆıne une boucle ite´rative de re´troaction par le biais de laquelle des mesures
re´alise´es a` diffe´rents niveaux de simulation (simulation fonctionnelle, simulation
TLM voire exe´cution sur cible) sont re´injecte´es dans les instances des proble`mes
d’optimisation a` re´soudre. Certains parame`tres peuvent e´galement eˆtre e´value´s,
ge´ne´ralement de manie`re conservative, par analyse statique.
4.4.4 Ge´ne´ration de runtime et construction des binaires
L’objet de la quatrie`me et dernie`re passe de compilation d’une application
ΣC est double. Il s’agit d’une part de proce´der a` la ge´ne´ration des donne´es
de parame´trisation du logiciel syste`me (tables d’incre´ments vectoriels pour le
mode`le d’exe´cution, structures de donne´es associe´es aux tampons de communica-
tion inter-taˆche, donne´es de configuration du re´seau sur puce, etc.). Cf. Dubrulle
& Sirdey (2009). D’autre part, il s’agit, en s’appuyant sur un backend de compi-
lation C, de proce´der a` la construction d’un binaire chargeable sur la cible par le
biais d’une e´dition des liens multipasse (Sirdey et al., 2009b) permettant d’assurer
par construction que le seul moyen de communication inter-taˆche se re´duit bien
aux canaux de communication. En particulier, un certain nombre de symboles
doivent eˆtre duplique´s, par taˆche, afin d’e´viter la cre´ation de canaux cache´s non
conformes a` la se´mantique du langage ΣC.
La main peut ensuite eˆtre passe´e au logiciel syste`me dont le roˆle est d’animer
l’exe´cution de l’application sur la structure.
Chapitre 5
Placement et routage de re´seaux
de processus
5.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous pre´sentons une approche des proble`mes de partition-
nement, de placement et de routage de re´seaux de processus (y compris de grande
taille) adapte´e a` des architectures paralle`les clusterise´es du type de celle e´voque´e
au chapitre 4.
Ces travaux ont e´te´ re´alise´s en collaboration avec Pascal Aubry, Vincent David
et Franc¸ois Gale´a ainsi qu’avec Jacques Carlier, Dritan Nace et Oana Stan pour
les aspects stochastiques (section 5.3). E´galement, les algorithmes pre´sente´s dans
ce chapitre, exception faite de l’algorithme de partitionnement stochastique de la
section 5.3, ont tous fait partie de la premie`re vague de transfert industriel de la
technologie de compilation du langage ΣC (cf. chapitre 4).
En premie`re approche, nous avons de´compose´ le proble`me en trois phases.
Nous reviendrons sur les conse´quences de ce choix a` la fin de ce chapitre.
5.2 Partitionnement de re´seaux de processus
5.2.1 E´nonce´ et complexite´ du proble`me
Soit G = (V,A) un graphe oriente´ dont les sommets (respectivement les arcs)
sont les taˆches (respectivement les canaux) d’un re´seau de processus a` instan-
cier sur une architecture paralle`le a` N nœuds. Soit R un ensemble de ressources
(essentiellement des tailles d’empreinte me´moire et des taux d’occupation de res-
sources de calcul). Sont e´galement donne´s une fonction de taille s : V −→ R+|R|,
une fonction d’affinite´ q : A −→ R+ et un vecteur de capacite´ nœud C ∈ R+|R|
(pour simplifier on suppose ici, modulo une le´ge`re perte de ge´ne´ralite´, que les
nœuds sont homoge`nes).
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Pour alle´ger, on utilisera la notation Qvw = q((v, w)) si (v, w) ∈ A, 0 sinon
(pour tout (v, w) ∈ V 2). E´galement, on posera Svr = s(v)r, r ∈ R.
Le proble`me de partitionnement que nous devons re´soudre consiste a` trouver
une affectation des sommets aux nœuds, f : V −→ N , qui ve´rifie les contraintes
de capacite´, ∑
v∈V :f(v)=n
Svr ≤ Cr, ∀n ∈ N, ∀r ∈ R, (5.1)
et qui minimise la fonction e´conomique :∑
(v,w)∈A:f(v)6=f(w)
Qvw.
Dans sa variante mono-ressource le proble`me ci-dessus est connu sous le nom
de Node Capacitated Graph Partitioning Problem dans la litte´rature (Ferreira
et al., 1996). Il s’agit sans surprise d’un proble`me NP -difficile au sens fort.
A` noter, e´galement, que le proble`me qui ne consiste qu’a` trouver une affecta-
tion quelconque des sommets aux nœuds qui satisfait les contraintes de capacite´
est de´ja` un proble`me de de´cision NP -complet (apparente´ aux proble`mes de bin-
packing et de sac a` dos multiple).
5.2.2 E´tat de l’art et positionnement
Ces proble`mes de partitionnement ont de´ja` e´te´ bien e´tudie´s. Ceci bien que les
mode`les soient rarement tout a` fait e´quivalents dans leur fac¸on de contraindre a` ne
pas grouper tous les sommets du graphe dans une unique partition (Hendrickson
& Kolda, 2000 ; Bichot & Siarry, 2010).
Sur le plan de la re´solution approche´e on trouve des algorithmes par ame´liora-
tions successives tels l’heuristique de Kernighan & Lin (1970), le recuit simule´
(Johnson et al., 1989) et des algorithmes par construction progressive (David
et al., 1991). Cf. e´galement le traite´ re´cent de Bichot & Siarry (2010). Ces algo-
rithmes permettent d’obtenir des solutions pour des instances de grandes tailles,
sans toutefois, par de´finition, fournir de garantie d’optimalite´.
Sur le plan de la re´solution exacte, le proble`me a essentiellement e´te´ e´tudie´
sous l’angle de l’approche polye`drale (Ferreira et al., 1996, 1998). Les meilleurs
algorithmes connus, de type branch-and-cut, peuvent re´soudre en quelques heures
des instances avec des graphes de l’ordre de 300 sommets et 500 arcs.
Ces re´sultats, tout a` fait honorables, ne sont pas suffisants dans le cadre de
notre contexte applicatif ou` l’on doit pre´voir d’avoir a` partitionner des graphes
a` quelques milliers de sommets (disons jusqu’a` de l’ordre de 4000) en quelques
dizaines de partition (disons entre 16 et 64).
Notons, enfin, des travaux inte´ressants sur l’utilisation de la programma-
tion semide´finie pour obtenir des bornes infe´rieures d’excellente qualite´ (Lisser &
Rendl, 2003).
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Comme nous venons de le voir, la taille pre´visible des instances a` re´soudre dans
le cadre d’une chaˆıne de compilation flot de donne´es les rend inaccessibles aux
meilleures me´thodes de re´solution exactes (qui doivent par ailleurs eˆtre adapte´es
au contexte multiressource).
Il convient donc de se tourner vers des me´thodes de re´solution approche´es.
La meilleure d’entre elles, de re´putation, est l’heuristique de Kernighan-Lin,
elle ne´cessite ne´anmoins un effort important d’adaptation car elle est initialement
formule´e pour le proble`me de bipartitionnement uniforme avec poids unitaires et
les approches de ge´ne´ralisation au cas ponde´re´ conduisent a` des graphes de taille
pseudopolynomiale.
Une approche par recuit simule´ est se´duisante, d’autant qu’il existe des sche´-
mas ge´ne´raux de fixation des parame`tres permettant de tenir compte d’une dis-
tance a` l’optimum cible (Sirdey et al., 2009a), mais la conception d’une fonction
de voisinage pre´servant la connexite´ forte du graphe qu’elle engendre, une condi-
tion ne´cessaire de convergence que l’on s’efforce ge´ne´ralement de respecter lorsque
l’on conc¸oit un tel algorithme, sans perturber la fonction e´conomique avec des
termes de pe´nalite´s, s’ave`re de´licate en raison de la structure du proble`me. Ceci
sans compter les temps de calcul qui sont ge´ne´ralement e´leve´s, pour ne pas dire
prohibitifs en tout cas en de´but du cycle de de´veloppement 1, sur les instances de
grandes tailles.
En conse´quence, nous nous sommes tourne´ vers un algorithme par construc-
tion progressive. Cet algorithme, de nature gloutonne, est fonde´ sur la notion
d’affinite´ relative introduite par David et al. (1991) qui s’ave`re expe´rimentalement
tre`s pertinente pour ce type de proble`mes. L’utilisation algorithmique de cette
notion est ne´anmoins tre`s diffe´rente et adapte´e au pre´sent contexte, en particulier
afin de tenir compte de la facette bin-packing du proble`me ainsi que de garantir
que l’algorithme termine toujours avec un partitionnement re´alisable.
5.2.3 Notion d’affinite´ relative
Soit S et T deux sous-ensembles disjoints de V .
L’affinite´ de S envers T est donne´e par




Trivialement, on a α(S, T ) = α(T, S).
L’affinite´ totale de S (et de manie`re analogue pour T ) est donne´e par
β(S) = α(S, S¯).
1. Pour se fixer les ide´es, une imple´mentation se´quentielle du recuit simule´ en voisinage 2-
OPT requiert un temps de calcul de l’ordre de 3 heures pour re´soudre (de manie`re approche´e)
une instance du proble`me du voyageur de commerce de l’ordre de 4000 villes (instance fl3795
de TSPLib). Or, dans le cas du TSP, la mise a` jour de la fonction e´conomique se fait en O(1).
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Enfin, l’affinite´ relative de S envers T est de´finie par













(par exemple) repre´sente la contribution de l’ensemble des arcs incidents
a` S et a` T a` l’affinite´ totale de S.
L’inte´reˆt d’utiliser cette notion d’affinite´ relative, plutoˆt que l’affinite´, comme
base pour une me´thode par construction progressive est que cela permet d’e´viter
de re´aliser trop toˆt des choix de´terminants, choix qui ne pourraient eˆtre remis en
question par nature meˆme de l’algorithme.
Illustrons ce principe sur un petit graphe non oriente´ a` quatre sommets A,
B, C et D, A e´tant relie´ a` B par une areˆte de valeur 2, B a` C par une areˆte
de valeur 3 et C a` D par une areˆte de couˆt 2, que l’on souhaite de´composer
en deux partitions de capacite´ 2. Un partitionnement glouton base´ sur l’affinite´
commencerait par apparier les sommets B et C donnant ainsi le partitionnement
{A,D} et {B,C} de couˆt 4. Un partitionnement glouton base´ sur l’affinite´ relative
conduirait d’abord a` apparier les sommets A et B (ou de manie`re e´quivalente C et
D) dans la mesure ou` γ({A}, {B}) = γ({C}, {D}) = 0.7 et ou` γ({B}, {C}) = 0.6,
donnant ainsi le partitionnement {A,B} et {C,D} de couˆt 3.
5.2.4 Un algorithme par construction progressive
Cette section fournit la spe´cification d’un algorithme de re´solution approche´e
par construction progressive pour le Multi-resource Node Capacitated Graph Par-
titioning Problem.
Soit W l’ensemble des sommets non encore affecte´s a` un nœud (initialement
W = V ).
A` chaque ite´ration de l’algorithme, on proce`de alors comme suit :
1. trouver, s’il en existe une, l’affectation admissible (v∗, n∗) (v∗ ∈ W , n∗ ∈ N)
d’affinite´ relative,
γ1 = γ({v∗}, {v ∈ V \W : f(v) = n∗}),
maximum ;




1 ∈ N , n∗2 ∈ N)
d’affinite´ relative,
γ2 = γ({v ∈ V \W : f(v) = n∗1}, {v ∈ V \W : f(v) = n∗2}),
maximum ;
3. si γ1 ≥ γ2 alors affecter v∗ a` n∗, sinon fusionner n∗1 et n∗2.
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L’algorithme s’arreˆte lorsqu’il n’a rien pu faire ce qui signifie soit que W est
vide (auquel cas un partitionnement complet a e´te´ trouve´) soit qu’il n’y a plus ni
affectation ni fusion admissible (auquel cas seul un partitionnement partiel a e´te´
trouve´).
Une affectation d’un sommet v a` un nœud n est admissible si elle ne viole pas




Swr ≤ Cr. (5.2)
De meˆme, une fusion entre un nœud n et un nœud m est admissible si, pour tout





Svr ≤ Cr. (5.3)
A` noter que le test dans la dernie`re e´tape de l’ite´ration, γ1 ≥ γ2, favorise les
affectations par rapport aux fusions. Ceci est empiriquement justifie´.
De meˆme, afin de tenir compte de la facette bin-packing du proble`me, lorsque
deux de´cisions sont e´quivalentes sur le plan de l’affinite´ relative, on donne la
priorite´ aux affectations des sommets de plus grande taille sur les nœuds les
moins charge´s (cas de l’affectation) et aux fusions des nœuds les plus charge´s
entre eux (cas de la fusion).
Pour ce faire, il convient de ge´ne´raliser ces notions au cas multi-ressource
(Sirdey et al., 2003).





























Dans le cas monoressource, ces de´finitions co¨ıncident trivialement avec les de´fini-
tions usuelles.
5.2.5 Diversification par randomisation
Sur certaines instances, il est bien connu qu’un algorithme par construction
progressive peut se retrouver pie´ge´ par une mauvaise de´cision qu’il est incapable
de remettre en cause ou de compenser. Paradoxalement ou pas, c’est souvent
sur des instances de taille relativement modeste que ce phe´nome`ne se manifeste
(Sirdey et al., 2010). Une solution pour reme´dier a` ce proble`me consiste a` exe´cuter
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plusieurs fois une version randomise´e de l’algorithme (on parle d’heuristique a`
de´marrages multiples) et a` ne conserver que la meilleure des solutions engendre´es.
Dans le cas du pre´sent algorithme, la prise en compte du crite`re de de´partage
des e´gaux que nous avons vu a` la section pre´ce´dente conduit a` pre´trier la liste des
sommets du graphe par taille de´croissante (au sens multiressource). Une strate´gie
de randomisation simple consiste alors a` exe´cuter une fois l’algorithme sur cet
ordre, puis a` recommencer plusieurs fois en re´ordonnant la liste des sommets
ale´atoirement (a` l’image des algorithmes de liste utilise´s en ordonnancement).
Une autre strate´gie de randomisation est celle de Hart & Shogan (1987), sou-
vent utilise´e dans les algorithmes de type GRASP (Feo & Resende, 1995 ; Sirdey
et al., 2010), qui consiste a` choisir ale´atoirement la de´cision prise a` chaque e´tape
de l’algorithme parmi les k meilleures de´cisions admissibles. Ce n’est ne´anmoins
pas la solution que nous avons retenue en premie`re approche.
5.2.6 Re´sultats expe´rimentaux
Les exemples ci-apre`s ont e´te´ obtenus a` l’aide d’une imple´mentation de l’al-
gorithme pre´sente´ a` la section pre´ce´dente et ont vocation a` illustrer les re´sultats
obtenus sur des exemples simples. La figure 5.1(a) indique le partitionnement
obtenu pour une grille 4x4 (16 sommets) sur 4 nœuds de capacite´ 4, dans le cas
monoressource avec tailles et affinite´s unitaires. La valeur de la solution est 8
(optimale). La figure 5.1(b) indique le partitionnement obtenu pour une grille
10x10 (100 sommets) sur 5 nœuds de capacite´ 20, dans le cas monoressource avec
tailles et affinite´s unitaires. La valeur de la solution est 28 (optimale). La figure
5.1(c) indique le partitionnement obtenu pour un arbre binaire de profondeur 5
(31 sommets) sur 4 nœuds de capacite´ 8, dans le cas monoressource avec tailles
et affinite´s unitaires. La valeur de la solution est 4 (optimale).
Pour se donner une ide´e des temps de calcul mis en jeu sur des instances
de taille importante, refle´tant ce qu’une chaˆıne de compilation pourrait avoir a`
traiter, nous avons fait tourner une imple´mentation soigne´e (mais se´quentielle)
de l’algorithme sur les cas suivants. Pour une grille 23x23 (529 sommets) sur 16
nœuds de capacite´ 40, on obtient une partition de valeur 150 (1 ite´ration) en
0.18 secs sur une station Linux lambda (cf. figure 5.2). Pour une grille 46x46
(2116 sommets) sur 64 nœuds de capacite´ 40, on obtient une partition de valeur
691 (1 ite´ration) en 5.36 secs sur une station Linux lambda. Pour une grille
100x100 (10000 sommets) sur 200 nœuds de capacite´ 50, instances dont la taille
est largement supe´rieure au pire cas qu’une chaˆıne de compilation flot de donne´es
devrait avoir a` traiter, on obtient une partition de valeur 3101 (1 ite´ration) en 3
mins 36 secs sur la meˆme station Linux lambda.
Nous avons e´value´ la pre´sente heuristique sur le jeu d’instances de biparti-
tionnement de Johnson et al. (1989), les meilleures valeurs connues provenant de
l’article de Boulle (2004), plus re´cent. Les re´sultats obtenus sont indique´s dans
le tableau 5.1 (un “*” indique que la meilleure valeur connue est aussi connue
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(a) Grille 4× 4. (b) Grille 10× 10.
(c) Arbre binaire.
Figure 5.1 – Exemple de partitionnement de petits graphes (cf. texte).
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Figure 5.2 – Exemple de partitionnement d’une grille 23× 23 sur 16 nœuds de
capacite´ 40, 2 nœuds restent vides.
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pour eˆtre optimale) et illustre bien, d’une part, que les solutions obtenues a` l’aide
de l’heuristique sont toujours proches de l’optimum (ou de la meilleure solu-
tion connue) et, d’autre part, que l’approche ite´rative par de´marrage multiple
(10 ite´rations) est significativement be´ne´fique sur une part non ne´gligeable des
instances.
Inst. # sommets Meil. connu Part. init. Avec multist. Sol. ale´a.
Gsub.500 500 206 249 236 585
G1000.0025 1000 95 147 118 614
G1000.005 1000 445 527 509 1184
G1000.01 1000 1362 1491 1461 2528
G1000.02 1000 3382 3576 3526 5024
G124.02 124 13* 17 15 73
G124.04 124 63* 74 68 151
G124.08 124 178 192 183 333
G124.16 124 449 479 471 629
G250.01 250 29* 40 36 173
G250.02 250 114 130 127 306
G250.04 250 357 397 378 629
G250.08 250 828 874 855 1260
G500.005 500 49* 70 61 309
G500.01 500 218 270 253 635
G500.02 500 626 680 669 1170
G500.04 500 1744 1826 1825 2535
U1000.05 1000 1* 20 6 1158
U1000.10 1000 39* 115 69 2364
U1000.20 1000 222 320 299 4678
U1000.40 1000 737 866 866 8931
U500.05 500 2* 20 12 653
U500.10 500 26* 72 68 1217
U500.20 500 178* 236 196 2309
U500.40 500 412 422 412 4438
Table 5.1 – Re´sultats expe´rimentaux sur les instances de Johnson et al. (1989).
5.3 Ge´ne´ralisation au partitionnement stochas-
tique
Dans cette section, nous ge´ne´ralisons l’algorithme de la section pre´ce´dente
au cas ou` certains des poids des taˆches, en particulier, les taux d’occupation
de ressources de calcul, qui sont fonctions des temps d’exe´cution des noyaux de
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calcul associe´s aux taˆches, sont des variables ale´atoires. Nous commenc¸ons par
introduire une approche pragmatique ge´ne´rale de l’optimisation sous contraintes
probabilistes, puis nous l’appliquons a` notre proble`me de partitionnement afin
d’obtenir une robustesse de re´alisabilite´ au regard de l’inde´terminisme inhe´rent
a` ces temps d’exe´cution.
5.3.1 Sur le caracte`re incertain des temps d’exe´cution
Dans nos proble`mes d’affectation de ressources, l’une des principales sources
d’incertitude re´side dans l’inde´terminisme des temps d’exe´cution des traitements
qui correspondent a` des noyaux de calcul de granularite´ moyenne. Cet inde´termi-
nisme est attribuable d’une part a` certaines caracte´ristiques des architectures de
processeur (pre´sence de me´moires caches 2, d’arbitres d’acce`s, etc.) mais aussi, et
de manie`re intrinse`que, a` la pre´sence de structures de branchement conditionnel
et de boucles de´pendantes des donne´es d’entre´e.
En l’occurrence, s’il est raisonnable de faire l’hypothe`se que les lois de pro-
babilite´ des temps d’exe´cution de noyaux de calcul embarque´s sont a` support
borne´ 3, autrement dit que l’on embarque pas de boucles possiblement infinies 4,
force est de constater qu’elles sont intrinse`quement multimodales (par exemple la
loi du temps d’exe´cution du noyau “pour i = 1 a` n si x alors S1 sinon S2”, avec n
variable entre 1 et N et ou` S1 et S2 sont deux se´quences line´aires d’instructions,
posse`de 2N modes). Ces lois se mode´lisent donc mal a` l’aide du bestiaire des lois
de probabilite´s usuelles, loi de Gauss et loi uniforme en teˆte, qui sont monomodes.
Enfin, lorsque de tels noyaux de calcul se trouvent inte´gre´s dans un re´seau de
processus, se pose le proble`me des de´pendances. Typiquement, on imagine faci-
2. L’effet des caches pouvant eˆtre atte´nue´ a` l’aide de techniques de segmentation adapte´es,
cf. David & Sirdey (2010).
3. Une proprie´te´ qui n’est pas anodine puisqu’elle permet entre autres de garantir la finitude
des moments et, en conse´quence, l’utilisation de techniques statistiques base´es sur des ine´galite´s
de type de Bienayme´-Tchebychev ou sur l’estimation du parame`tre de position d’une loi de Wei-
bull (cf. note 7 page 48), en tant que loi asymptotique de la valeur extreˆme de type III pour les
variables ale´atoires a` support borne´ (Coles, 2001 ; de Haan & Ferreira, 2006), pour estimer des
temps d’exe´cution pire cas. Entre parenthe`ses, nous pensons que la the´orie de la valeur extreˆme
n’a pas non plus rec¸u l’attention qu’elle me´rite dans le domaine de l’optimisation combina-
toire, en particulier lorsqu’elle se trouve associe´e a` des algorithmes randomise´s de re´solution
approche´e : une expe´rience e´le´mentaire re´ve`le par exemple qu’en exe´cutant 3523 fois un recuit
simule´ sur l’instance ch150 (par exemple) de TSPLib on obtient, a` l’aide des outils de cette
the´orie, une estimation pour la valeur d’une solution optimale de 6520 (l’optimum re´el e´tant de
6528) alors que la meilleure solution trouve´e sur l’ensemble des exe´cutions est de 6703. La fi-
gure 5.3 illustre l’ade´quation entre l’histogramme de la variable ale´atoire maxj∈{10i,...,10i+9} sai
(i = 0 a` 3520), utilise´e pour l’estimation, et la loi de Weibull. Bien entendu, exe´cuter un grand
nombre de fois un recuit devient vite prohibitif en termes de temps de calcul et il faudrait
conside´rer d’autres heuristiques plus rapides.
4. Bien entendu, en raison de l’inde´cidabilite´ du proble`me de l’arreˆt, cette proprie´te´ ne peut
eˆtre ve´rifie´e qu’a` l’aide de conditions suffisantes de terminaison.














Figure 5.3 – Voir note 3, page 78.
lement que les temps d’exe´cution des diffe´rents e´tages d’un pipeline de suivi de
cibles, par exemple, exhibent un certain de degre´ de de´pendance sur le nombre de
cibles effectivement traite´es. Il convient donc d’assumer la multidimensionalite´ et
de conside´rer des vecteurs ale´atoires dont les lois jointes sont mieux mode´lise´es
par des unions d’hyperectangles disjoints que par des lois de Gauss multidimen-
sionnelles (sans toutefois que les parame`tres de ce premier mode`le soient parti-
culie`rement aise´s a` de´terminer, que ce soit par analyse statique, par analyse des
donne´es ou par combinaison de ces deux classes de techniques).
Lorsqu’il s’agit de prendre en compte ces types d’incertitudes dans nos proble`-
mes d’optimisation, l’ide´al est donc de se tourner vers des techniques non pa-
rame´triques fonde´es sur l’exploitation directe 5 de donne´es expe´rimentales. L’ob-
tention de telles donne´es se re´alise naturellement par le biais des boucles de
compilation re´troactives telles qu’e´voque´es au chapitre 4. E´galement, toujours
ide´alement, ces me´thodes doivent pouvoir s’inte´grer sans trop de de´structuration
dans des algorithmes de re´solution, souvent de´ja` existants, pour le cas de´termi-
niste. Y compris lorsqu’il s’agit d’heuristiques pour les instances de grande taille.
5.3.2 L’approche par sce´narios revisite´e
Dans cette section, nous pre´sentons une approche simple, pragmatique et non
parame´trique du proble`me ge´ne´ral de l’optimisation sous contraintes probabi-
listes. Nous illustrons notre propos a` l’aide de la programmation line´aire sans
toutefois en affecter la porte´e applicative ge´ne´rale.
5. Par opposition a` des approches qui proce´deraient de manie`re indirecte en commenc¸ant par
valider un mode`le a` l’aide d’un test statistique d’ade´quation puis a` estimer les parame`tres de ce
mode`le (e.g. le vecteur des espe´rances et la matrice des variances-covariances d’une loi de Gauss
multidimensionnelle). A` un moment, il faut bien faire le lien avec des valeurs expe´rimentales.
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P (Ax ≤ b) ≥ 1− ε, (5.4)
ou` A est une matrice ale´atoire m×n, b ∈ Rm, c ∈ Rn, x ∈ Rn (ou Zn dans le cas
d’un proble`me discret) et 0 ≤ ε ≤ 1. Le vecteur x e´tant l’inconnu.




1 si A˜ix ≤ b,
0 sinon.
Pour N suffisamment grand, en premie`re approche, le programme mathe´ma-




A˜ix ≤ b+ (1− χi)L, i = 1, . . . , N ,
N∑
i=1
χi ≥ (1− ε)N, (5.5)
χi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , N , (5.6)
ou` L est une constante de grande taille de´pendante du proble`me 6.
La validite´ asymptotique de cette approximation ne de´pend pas d’hypothe`ses
particulie`res sur la loi jointe des coefficients de la matrice A, en particulier en
termes d’inde´pendance entre les variables ale´atoires associe´es a` ces coefficients. On
utilise simplement, e´tant donne´s x et b, le pre´dicat Ax ≤ b comme un projecteur
de la matrice ale´atoire A sur un sche´ma de Bernoulli dont on cherche a` estimer
le parame`tre.
Remarquons que l’on peut e´galement poser le proble`me comme un proble`me
d’optimisation bicrite`re (fonction e´conomique et probabilite´ de re´alisabilite´) et
chercher a` approximer le front de Pareto avec les techniques de l’arsenal de l’op-
timisation multiobjectif.
Formellement, le programme ci-dessus posse`de la meˆme structure qu’un pro-
gramme issu de l’approche dite par sce´narios, cf. Gaivoronski et al. (2011) pour
une instanciation re´cente sur le proble`me du sac a` dos quadratique. Dans cette
approche on suppose donne´e et connue une loi de probabilite´ discre`te, a` support
fini, de la forme ∑
A∈Ω
pAδA,
6. Par exemple, pour une contrainte de sac a` dos de la forme
∑n
i=1 wixi ≤ C, avec wi > 0,
∀i, L vaudrait simplement ∑ni=1 wi.
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avec, bien entendu,
∑
A∈Ω pA = 1, ou` Ω est l’ensemble des e´ve´nements et ou` δξ
de´note la distribution de Dirac centre´e au point ξ ∈ Rm×n. D’ou` une paraphrase




Ax ≤ b+ (1− χA)L, A ∈ Ω,∑
A∈Ω
pAχA ≥ (1− ε),
χA ∈ {0, 1}, A ∈ Ω.
Il va sans dire que, en l’absence d’une the´orie sous-jacente les justifiant, la validite´
de cette approche repose sur des hypothe`ses ad hoc et difficilement ve´rifiables.
Dans la pre´sente approche, au contraire, la philosophie est de justifier le mode`le
par la the´orie de la statistique infe´rentielle et donc d’assumer pleinement le roˆle
que jouent les donne´es expe´rimentales. Ceci nous permet, comme nous allons le
voir dans la section suivante, de faire un lien direct avec la the´orie des tests d’hy-
pothe`ses statistiques afin de re´soudre le proble`me initial (5.4), inde´pendamment
de la loi jointe des coefficients de la matrice A, avec un niveau de confiance spe´cifie´
sur la tenue de la contrainte en probabilite´. Ceci va e´galement nous permettre de
nous de´barrasser du proble`me de la validite´ asymptotique et de donner un sens
pre´cis a` la re´solution du proble`me avec un e´chantillon de taille finie.
5.3.3 Lien avec la the´orie des tests d’hypothe`ses
E´tant donne´s x et b, la variable ale´atoire χ qui correspond au nombre de
fois que le pre´dicat Ax ≤ b est satisfait sur un e´chantillon de taille N suit, par
construction, une loi binomiale de parame`tres N et p0.
On peut alors chercher un seuil k(N, 1− ε, α) (k pour faire court) tel que
P (χ ≥ k|p0 = 1− ε;N) ≤ α
ou` α est une (petite) probabilite´ d’erreur (typiquement 0.05 ou 0.01). Intuitive-
ment, cela revient a` fixer un seuil suffisamment haut pour que si on observe un
nombre de violations supe´rieur au seuil alors il y a une probabilite´ suffisamment
faible que ce nombre ait e´te´ engendre´ par la loi B(N, 1− ε) pour que l’on puisse
conclure que, avec un niveau de confiance au moins 1 − α, que p0 ≥ 1 − ε. La
table 5.2 illustre quelques valeurs pour le seuil k.
On note e´galement, que l’on peut de´terminer si la taille de l’e´chantillon est
suffisante ou pas pour conclure au niveau de confiance requis. En particulier si
P (χ = N − 1|p0 = 1− ε;N) ≥ α
alors on peut affirmer que la taille de l’e´chantillon est insuffisante (ce qui est
le cas pour N = 10 et N = 20 dans la table 5.2). Par exemple, pour conclure
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Table 5.2 – Exemples de valeurs de k(N, 0.90, 0.10) pour quelques valeurs de N .
Commande Scilab (exemple) : 1-cdfbin("PQ",94,100,0.9,1-0.9).
qu’une contrainte en probabilite´ avec ε = 0.05 est satisfaite avec un niveau de
confiance de 0.95 il faut au minimum un e´chantillon de taille 59 et le seuil k sera
a` 58 avec P (χ = 58|p0 = 0.95; 59) ≈ 0.048. Toujours a` titre d’exemple, la taille
d’e´chantillon minimum pour ε = 0.01 et 1− α = 0.99 est de 459.
Lorsque k(N, 1 − ε, α) est bien de´fini, on peut alors remplacer la contrainte
(5.5) par la contrainte
N∑
i=1
χi ≥ k(N, 1− ε, α).




A˜ix ≤ b+ (1− χi)L, i = 1, . . . , N ,
N∑
i=1
χi ≥ k(N, 1− ε, α),
alors on peut affirmer que l’on a re´solu le programme mathe´matique (5.4) avec
un niveau de confiance d’au moins 1− α.
Par souci didactique, nous avons illustre´ la pre´sente approche sur la program-
mation line´aire. Ne´anmoins, la programmation line´aire (au sens large) n’est pas
son domaine d’application privile´gie´ car elle induit une augmentation importante
du nombre de contraintes et que l’on passe, pour ce qui est de la programmation
line´aire continue, a` un mode`le mixte. Comme nous allons le voir dans la section
suivante, cette approche prend tout son sens pratique lorsqu’il s’agit d’inte´grer la
prise en compte d’incertitudes dans des algorithmes de re´solution approche´e ad
hoc.
5.3.4 Extension de l’algorithme de la section 5.2
L’approche que nous avons illustre´e sur la programmation line´aire dans la
section pre´ce´dente, s’adapte e´galement simplement (et, cette fois, efficacement)
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dans des contextes heuristiques : il suffit de compter les violations.
Dans le cadre du proble`me de partitionnement de graphe de la section 5.2,
nous allons maintenant supposer que les poids des taˆches, les Svr, sont des va-












 ≥ 1− ε.
Pour k = 1 a` N , soit S˜
(k)
vr la k-ie`me re´alisation des poids des taˆches.
Il convient donc de rede´finir les conditions d’admissibilite´ pour l’affectation
d’une taˆche a` une partition (e´quation 5.2) et pour la fusion de deux partitions
(e´quation 5.3) afin de s’assurer qu’a` chaque e´tape de l’algorithme de la section
5.2.4, la contrainte en probabilite´ est satisfaite avec le niveau de confiance sou-
haite´.























ou` χ(P ) = 1 si et seulement si le pre´dicat P est vrai, est infe´rieure ou e´gale a`
N−k(N, 1−ε, α). A` l’aide d’une structure de donne´es ad hoc, un tableau boole´en
de taille N indiquant, pour le partitionnement partiel courant, si l’e´chantillon k















et donc re´aliser ce calcul avec un facteur d’augmentation de complexite´ limite´ a`
O(N). L’entre´e t[k] e´tant elle meˆme mise a` jour lors de l’affectation effective de
v a` n dans le partitionnement partiel courant par
t[k] := t[k] ∨







D’une manie`re analogue, on peut ge´ne´raliser le crite`re d’admissibilite´ d’une
fusion entre un nœud n et un nœud m avec un facteur d’augmentation de la
complexite´ line´aire en N .
Ceci illustre que notre approche par projection sur un test d’hypothe`se sta-
tistique s’inte`gre sans difficulte´s majeures (que ce soit en termes de ge´nie logiciel
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ou de performances) dans le cadre d’un algorithme de re´solution approche´e exis-
tant. Ceci permet ainsi d’introduire, de manie`re non parame´trique et statistique-
ment maˆıtrise´e, la prise en compte d’incertitudes avec un couˆt de mise en œuvre
e´galement maˆıtrise´.
Les tables 5.3, 5.4 et 5.5 fournissent quelques re´sultats expe´rimentaux. Ces
re´sultats ont e´te´ obtenus par Oana Stan a` l’aide d’une adaptation de l’algorithme
de la section 5.2 qu’elle a programme´e et utilise´e pour re´soudre le proble`me de
partitionnement sur les grilles 4× 4 (16 sommets de poids unitaires sur 4 nœuds
de capacite´ 4 dans le cas de´terministe), 10× 10 (100 sommets de poids unitaires
sur 5 nœuds de capacite´ 20 dans le cas de´terministe) et 23× 23 (529 sommets de
poids unitaires sur 14 nœuds de capacite´ 40 dans le cas de´terministe), de la section
5.2.6, pour diffe´rentes valeurs des parame`tres N , ε et 1 − α, et ou` les vecteurs
ale´atoires de poids des taˆches sont issus d’une loi jointe bimodale, uniforme sur
ses modes. Le premier mode correspond a` l’hypercube
[0.8, 0.9]|T |,
et le second a`
[1.1, 1.2]|T |.
Les deux modes e´tant se´lectionne´s de manie`re e´quiprobable.
Type # nœuds couˆt CPU C couˆt CPU
Grille 4× 4 6 14 ≈ 0 4.71 12 ≈ 0
Grille 10× 10 6 38 0.02 s 23.3 29 0.01 s
Grille 23× 23 16 182 1.12 s 44.1 173 0.99 s
Table 5.3 – Partitionnement stochastique avec N = 100, ε = 0.05, 1−α = 0.95.
Type # nœuds couˆt CPU C couˆt CPU
Grille 4× 4 6 14 ≈ 0 4.712 12 ≈ 0
Grille 10× 10 6 37 0.16 s 23.273 37 0.13 s
Grille 23× 23 16 182 11.23 s 44.13 172 9.65 s
Table 5.4 – Partitionnement stochastique avec N = 1000, ε = 0.05, 1−α = 0.95.
Type # nœuds couˆt CPU C couˆt CPU
Grille 4× 4 6 14 ≈ 0 4.74 10 ≈ 0
Grille 10× 10 6 37 0.15 s 23.36 37 0.13 s
Grille 23× 23 16 182 10.75 s 44.183 193 9.67 s
Table 5.5 – Partitionnement stochastique avec N = 1000, ε = 0.01, 1−α = 0.99.
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Dans chacune des tables nous avons donne´ le nombre de nœuds a` partir duquel
la contrainte en probabilite´ est satisfaite (colonne “# nœuds”), le couˆt de la so-
lution obtenue (premie`re colonne “couˆt”) et le temps moyen pour une exe´cution
de l’algorithme (premie`re colonne “CPU”), sachant que 10 exe´cutions ont e´te´
re´alise´es en multistart. Dans un second temps, a` nombre de nœuds constant,
nous avons indique´ la capacite´ nœud a` partir de laquelle la contrainte en proba-
bilite´ est satisfaite (colonne “C”) ainsi que, de nouveau, le couˆt de la solution et
le temps d’exe´cution unitaire moyen (secondes colonnes “couˆt” et “CPU”, res-
pectivement). Ces re´sultats sont a` mettre en perspective avec ceux obtenus dans
le cas de´terministe donne´s a` la section 5.2, cas qui correspond ici au cas moyen.
A` noter que les solutions obtenues dans le cas moyen ne sont re´alisables qu’avec
une probabilite´ de 0.5 (le´ge`rement supe´rieure dans le cas de la grille 23× 23).
5.4 Placement des partitions
5.4.1 E´nonce´ et complexite´ du proble`me
Soit N l’ensemble des partitions obtenues a` l’aide de l’algorithme de la section
5.2 (ou de sa ge´ne´ralisation de la section 5.3). On note H = (N,B) le graphe
re´duit dont les sommets sont les partitions et tel que deux partitions n et m
sont connecte´es par un arc (n,m) s’il existe dans G au moins un arc reliant un
sommet de n a` un sommet de m. On a |N | = |K|, K e´tant l’ensemble des clusters
de l’architecture.
Est e´galement donne´e une matrice de distance intercluster D. Ceci suppose
que le plan de routage est donne´ a priori, au moins sur le plan des distances.
Le proble`me d’affectation que nous avons a` re´soudre consiste alors a` trouver
une bijection g : N −→ K qui minimise∑
(n,m)∈B
Dg(n)g(m).
Le proble`me ci-dessus est un QAP (Quadratic Assignment Problem) ge´ne´ral.
Il s’agit d’un proble`me NP -difficile au sens fort bien connu.
5.4.2 Bref e´tat de l’art et positionnement
Le QAP est un proble`me “star” qui, en tant que tel, a de´ja` e´te´ bien e´tudie´
sur le plan de la re´solution exacte et de la re´solution approche´e (Loiola et al.,
2007). Ce proble`me fait ne´anmoins partie des proble`mes combinatoires parmi les
plus difficiles et les meilleurs me´thodes de re´solution exacte sont limite´es a` des
instances ayant de l’ordre de 30 nœuds 7.
7. Une difficulte´ qui s’explique vraisemblablement, au moins partiellement, par le fait que
le QAP appartient a` une classe de proble`mes combinatoires pour lesquels, asymptotiquement
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Sur le plan de la re´solution approche´e, le proble`me a e´te´ adresse´ a` l’aide du
bestiaire des me´taheuristiques. Il existe par contre, a` notre connaissance, tre`s peu
d’algorithmes constructifs re´fe´rence´s dans la litte´rature.
Dans le cadre de notre contexte applicatif, les instances a` re´soudre auront entre
16 et 64 nœuds (et au-dela` dans le cas d’une application a` placer sur plusieurs
puces). Si les plus petites instances ne pre´sentent pas de difficulte´s particulie`res 8,
tel n’est pas le cas, comme nous l’avons vu a` la section pre´ce´dente, pour les
instances de taille 64 qui sont hors de porte´e des me´thodes de re´solution exactes
actuelles.
Sur ce proble`me, une approche par recuit simule´ est se´duisante. D’une part,
comme nous l’avons de´ja` dit, il existe des sche´mas ge´ne´raux de fixation des pa-
rame`tres permettant de tenir compte d’une distance a` l’optimum cible (Sirdey
et al., 2009a). D’autre part, la conception d’une fonction de voisinage garantis-
sant la connexite´ forte du graphe qu’elle engendre est triviale pour ce proble`me :
2-OPT fait l’affaire.
Nul besoin de souligner que nous ne cherchons pas ici a` “battre un quelconque
record du monde” sur le QAP mais bien a` de´finir un algorithme de re´solution
adapte´ a` un contexte applicatif en matie`re de qualite´ et de stabilite´ des solutions
obtenues ainsi qu’en matie`re de ge´nie logiciel, en tenant compte des contraintes
(temps d’exe´cution notamment) et des particularite´s (spectre des tailles d’ins-
tances) de l’application.
5.4.3 Un algorithme de recuit simule´
Soit Ω l’ensemble des solutions d’un proble`me combinatoire de minimisation.
On dit qu’une solution ω ∈ Ω est (α, β)-acceptable si
P (c(ω) ≤ e1 + β(eP − e1)) ≥ α
ou` e1 et eP de´notent respectivement la valeur d’une meilleure et d’une pire so-
lution. Il s’agit la` du principe de l’approximation diffe´rentielle introduit par De-
mange & Paschos (1996).
On peut alors montrer (Sirdey et al., 2009a) que, pour tout e1 ≤ z1 < zP ≤ eP ,
les solutions issues de la loi stationnaire de l’algorithme du recuit simule´ a` la
tempe´rature
Tf (z1, zP ) =
β(zP − z1)
log |Ω| − log(1− α)
sont (α, β)-acceptables.
en la taille du proble`me, toutes les solutions sont quasi-optimales (Burkard & Fincke, 1985).
8. Un algorithme de branch-and-bound meˆme relativement simple et se´quentiel vient a` bout
d’une instance du QAP de taille 16 en de l’ordre d’une centaine de secondes dans le pire cas
expe´rimental, sans compter qu’un facteur d’acce´le´ration line´aire peut eˆtre obtenu a` l’aide de
sche´mas de paralle´lisation simples (Maurin & Sirdey, 2011). En meˆme temps il n’y a “que”
244.25 possibilite´s...
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Le principe consiste alors a` utiliser un sche´ma de de´croissance de T pour
converger de proche en proche vers cette loi stationnaire. Cela donne un algo-
rithme dont le principe est analogue au sche´ma ge´ne´ral de´fini dans Sirdey et al.
(2009a) et que nous ne de´taillerons par conse´quent pas ici.
Pour le QAP, le calcul de la mise a` jour de la fonction e´conomique peut eˆtre
imple´mente´ en O(|N |), on fait |N | ite´rations par paliers et le nombre de paliers
est en O(U |N | log |N |) (ibid.). D’ou` une complexite´ pseudopolynomiale en
O(U |N |3 log |N |).
5.4.4 Re´sultats expe´rimentaux
Nous illustrons les re´sultats ainsi obtenus en partant du partitionnement d’une
grille 23x23 (529 sommets) sur 16 nœuds de capacite´ 40. Le partitionnement a e´te´
donne´ a` la figure 5.2. Dans ce partitionnement, 2 nœuds sont vides. La solution
est de valeur 150 (cf. section 5.2.6).
On cherche a` placer les nœuds sur un re´seau sur puce a` 16 clusters intercon-
necte´s selon une topologie en tore bidimensionnel 4 × 4. Sous l’hypothe`se d’un
routage de type plus court chemin la matrice de distance peut alors eˆtre obtenue
a` l’aide de l’algorithme bien connu de Floyd-Warshall. D’ou` la matrice donne´e




0 0 1 0 0 1 2 1 1 2 3 2 0 1 2 1
0 0 0 1 1 0 1 2 2 1 2 3 1 0 1 2
1 0 0 0 2 1 0 1 3 2 1 2 2 1 0 1
0 1 0 0 1 2 1 0 2 3 2 1 1 2 1 0
0 1 2 1 0 0 1 0 0 1 2 1 1 2 3 2
1 0 1 2 0 0 0 1 1 0 1 2 2 1 2 3
2 1 0 1 1 0 0 0 2 1 0 1 3 2 1 2
1 2 1 0 0 1 0 0 1 2 1 0 2 3 2 1
1 2 3 2 0 1 2 1 0 0 1 0 0 1 2 1
2 1 2 3 1 0 1 2 0 0 0 1 1 0 1 2
3 2 1 2 2 1 0 1 1 0 0 0 2 1 0 1
2 3 2 1 1 2 1 0 0 1 0 0 1 2 1 0
0 1 2 1 1 2 3 2 0 1 2 1 0 0 1 0
1 0 1 2 2 1 2 3 1 0 1 2 0 0 0 1
2 1 0 1 3 2 1 2 2 1 0 1 1 0 0 0
1 2 1 0 2 3 2 1 1 2 1 0 0 1 0 0


Encadre´ 3: Matrice de distances sur un tore 2D 4× 4, cf. texte.
Dans ces conditions, l’algorithme de la section 5.4.3 fournit une solution de
couˆt 10 (10 arcs du graphe re´duit, sur 33, ne sont pas directs mais a` 1 hop) et
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cette solution est en re´alite´ optimale comme nous avons pu le ve´rifier a` l’aide
d’un algorithme de branch-and-bound.
Enfin, toujours pour se fixer les ide´es, le tableau ci-dessous indique les temps
de calcul observe´s sur une station Linux lambda pour le placement des graphes
re´duits associe´s aux grilles de la section 5.2.6.
Type # nœuds temps CPU
Grille 23× 23 16 0.09 secs
Grille 46× 46 64 3.7 secs
Grille 100× 100 200 3 m 37 s
Table 5.6 – Illustration des temps de calcul de l’algorithme de la section 5.4.3.
5.5 Calcul des chemins de routage
Une fois les taˆches place´es sur les clusters de l’architecture, il convient de
calculer les chemins d’acheminement des donne´es.
5.5.1 Mode`le de multiflot
Soit F l’ensemble des flots inter-clusters. Soit G = (V,A) le graphe oriente´
qui repre´sente le re´seau sur puce. E´tant donne´ un flot f ∈ F , on note s(f), d(f)
et w(f), respectivement, la source, le puits et le de´bit du flot f . Cette dernie`re
quantite´ correspondant a` la somme des de´bits entre les taˆches affecte´es a` s(f) et
celles affecte´es a` d(f). Enfin, e´tant donne´ un arc a ∈ A, soit Ca la capacite´ du
brin du re´seau associe´.
De manie`re assez naturelle, le proble`me du calcul des chemins d’acheminement
se met sous la forme d’un mode`le de multiflot tel qu’e´nonce´ a` l’encadre´ 4, ou` xfa




0 s’il existe un plus court chemin de s(f) a` d(f) passant par a,
1 sinon.
Une solution de couˆt 0 indique alors que tout le trafic a pu eˆtre achemine´ via des
plus courts chemins, comme le stipulait la matrice de distance donne´e a priori a`
l’e´tape de placement de la section 5.4. Une solution de couˆt strictement positif
permet de quantifier la de´viation. Alternativement, il est possible de proce´der par
contrainte i.e., de remplacer la fonction e´conomique (5.8) par les contraintes
xfa ≤ Ca(1− γfa), ∀f ∈ F, ∀a ∈ A,
mais, ce faisant, on court bien e´videmment le risque d’avoir des proble`mes de
re´alisabilite´.











xfa = w(f), ∀f ∈ F ,
∑
a∈δ−(d(f))






xfa, ∀f ∈ F, ∀a ∈ A \ {s(f), d(f)},
0 ≤ xfa ≤ Ca ∀f ∈ F, ∀a ∈ A.
Encadre´ 4: Mode`le de multiflot pour le calcul des chemins d’acheminement.
Pose´ en ces termes, il s’agit donc d’un proble`me de multiflot tout a` fait clas-
sique que l’on peut re´soudre a` l’aide d’un algorithme pour la programmation
line´aire.
5.5.2 Contraintes de chemins uniques
Afin de simplifier les protocoles de communication (notamment pour e´viter
les proble`mes de restauration de la causalite´ a` la re´ception) il est souhaitable, au
moins dans les premie`res versions d’un syste`me, de se limiter a` un seul chemin




1 si a peut e´couler une part non nulle du flot f ,
0 sinon.






Bien entendu, on obtient alors un programme line´aire mixte. Ce proble`me
est NP -difficile au sens fort par restriction triviale au proble`me Directed Edge
Disjoint Paths (Korte & Vygen, 2000) 9.
9. E´galement, par restriction un peu moins triviale au proble`me 3-partition.
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En termes de re´solution pratique, cet e´tat de fait n’est pas proble´matique. En
effet, nos instances pratiques sont de taille suffisamment petite (au plus 240 flots
pour 64 liens) pour pouvoir eˆtre re´solues en quelques secondes avec les solveurs
sur e´tage`re que sont CPLEX et COIN-CBC. Mentionnons e´galement que les tests
que nous avons re´alise´s avec GLPK n’ont par contre pas e´te´ convaincants.
5.6 Discussion
Exception faite des algorithmes de la section 5.3 sur le partitionnement sto-
chastique, nous l’avons de´ja` dit, les algorithmes pre´sente´s dans ce chapitre ont fait
l’objet d’un premier transfert industriel. Comme nous l’avons illustre´, ces algo-
rithmes ont l’avantage de permettre d’obtenir rapidement des re´sultats de qualite´,
ce qui les rend incontournables en de´but du cycle de de´veloppement d’une appli-
cation paralle`le ou` le programmeur doit avoir a` sa disposition une boucle de test
rapide de son application. Ils ont e´galement une complexite´ de mise en œuvre
mode´re´e, ce qui a permis de les prototyper et de les transfe´rer rapidement.
Le principal de´faut de cette approche par de´composition est qu’en remplac¸ant
la re´solution d’un proble`me d’affectation complexe par la re´solution se´quentielle
de trois proble`mes moins complexes (bien que tous NP -difficiles), nous avons
de´structure´ le proble`me initial. En particulier, il peut se poser des proble`mes
de re´alisabilite´ sur les proble`mes en aval en raison de la relaxation implicite
de certaines contraintes en amont. Typiquement, par exemple, il est possible
que l’ensemble des partitions engendre´ a` la premie`re e´tape ne soit pas routable
simplement parce que le de´bit entre deux de ces partitions exce`de maxa∈A Ca.
Il convient alors de re´soudre le proble`me global d’affectation et de routage.
Par contre, la de´finition d’un mode`le mathe´matique unique est malaise´e et il est
plus approprie´ de conside´rer un binoˆme proble`me maˆıtre (placement) et esclave
(routage). Par exemple, une approche consiste a` augmenter les tests d’admis-
sibilite´ pour l’affectation d’une taˆche a` une partition (e´quation 5.2) et pour la
fusion de deux partitions (e´quation 5.3) d’une ve´rification de re´alisabilite´ du rou-
tage revenant a` s’assurer que le syste`me line´aire d’ine´galite´s mixtes associe´ au
programme de la section 5.5.2 est cohe´rent. Ceci suppose donc, a` chaque e´tape
de l’algorithme de la section 5.2.4, un calcul de placement du partitionnement
partiel (algorithme de la section 5.4.3) et la re´solution du syste`me d’ine´galite´s
mixte a` l’aide de CPLEX ou de COIN-CBC. Meˆme si l’on peut tirer partie des
capacite´s de warm starting de ces solveurs, il est a` pre´voir que cela induise une
augmentation importante, mais non prohibitive, des temps de calculs. On es-
time qu’une exe´cution comple`te de l’algorithme de la section 5.2.4 ainsi e´tendu
passerait de quelques secondes a` quelques dizaines de minutes et qu’il faudrait
avoir recours au paralle´lisme pour les aspects multistart (section 5.2.5), ce dernier
point ne pre´sentant pas de difficulte´s particulie`res. De tels temps de compilation
restent tout a` fait acceptables pour le domaine de l’embarque´, en fin de cycle de
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de´veloppement. A` noter, e´galement, que cette approche s’inte`gre sans difficulte´
avec l’approche pour le partitionnement stochastique de la section 5.3 (de`s lors
que l’on se limite a` prendre en compte une incertitude sur les poids et non sur la
fonction e´conomique).
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Chapitre 6
Ve´rification de re´seaux de
processus
6.1 Introduction
Comme nous l’avons vu au chapitre 4, l’ave`nement des architectures multi-
cœurs et massivement multicœurs a conduit a` un regain d’inte´reˆt pour les mode`les
flot de donne´es, mode`les dans lesquels on exprime une application de calcul in-
tensif de manie`re paralle`le, sous la forme de re´seaux de taˆches concurrentes com-
muniquant par le biais de canaux FIFO unidirectionnels, et uniquement par ce
biais. Comme nous l’avons e´galement vu, l’inte´reˆt pratique de ces mode`les est
de libe´rer le programmeur de l’explicitation des synchronisations inter-taˆches,
l’une si ce n’est la principale des difficulte´s de la programmation paralle`le, ainsi
que de permettre l’expression naturelle d’un paralle´lisme suffisant pour adresser
des architectures a` plusieurs centaines de cœurs, au moins dans le domaine du
traitement du signal et de l’image.
Dans ce chapitre, nous nous attachons a` fournir un mode`le des e´tats d’un
re´seau de processus flot de donne´es (DPN), au sens le plus ge´ne´ral de Lee & Parks
(1995) a` l’aide de la programmation line´aire (en nombres entiers). Ce mode`le
nous permet principalement d’obtenir des conditions suffisantes de vivacite´ (dans
le sens de´fini a` la section 6.3) et d’exe´cution sans deadlock en me´moire borne´e
(cf. section 6.4), certaines de ces conditions e´tant polynomiales. E´galement, cette
approche peut eˆtre e´tendue afin d’obtenir une me´thode de dimensionnement suˆre
des tampons de communication. Il convient de souligner que le mode`le DPN ne
doit pas eˆtre confondu avec les mode`les synchrone (SDF) de Lee & Messerschmitt
(1987) et cyclostatique (CSDF) de Bilsen et al. (1996) qui sont beaucoup plus
connus et restrictifs. Par essence, le mode`le DPN a la meˆme puissance que celui
des re´seaux de processus de Kahn et, en tant que tel, certaines proprie´te´s telle
que l’exe´cution en me´moire borne´e sont inde´cidables (alors que ce n’est pas le cas
dans les deux mode`les pre´ce´demment mentionne´s ainsi que dans le cas de nombre
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de leurs variantes).
Ces travaux ont e´te´ re´alise´s en collaboration avec Pascal Aubry et ont fait
l’objet d’une premie`re publication dans les actes du workshop d’informatique
the´orique Interactions and Concurrency Experience (Sirdey & Aubry, 2010), cf.
e´galement (Sirdey, 2008b ; Aubry, 2009).
6.2 Mode´lisation des e´tats d’un re´seau
6.2.1 Notations et hypothe`ses
Soit T et F les ensembles de taˆches et de canaux, respectivement.
A` chaque taˆche t ∈ T , on associe un multigraphe d’e´tats-transitions Gt =
({v(0)t } ∪ Vt, {τ (0)t } ∪At) (i.e., les arcs paralle`les et les boucles sont autorise´s), ou`
v
(0)
t de´note l’e´tat initial de la taˆche t et ou` τ
(0)
t de´note la transition initiale de
cette meˆme taˆche, cette transition e´tant unique et syste´matiquement exe´cute´e.
Aussi, e´tant donne´e t ∈ T , Pt ⊆ F (respectivement Ct ⊆ F ) de´note l’ensemble
des canaux dans lesquels t produit (respectivement consomme) des donne´es. A`
noter que l’on a Pt ∩ Ct = ∅. E´galement, a` noter que pour tout t, t′ ∈ T , t 6= t′,
on a Pt ∩ Pt′ = ∅ ainsi que Ct ∩ Ct′ = ∅.
Soit t ∈ T , τ ∈ At et f ∈ Pt (respectivement f ∈ Ct), qpτf (respectivement
qcτf ) indique la quantite´ de donne´es produite (respectivement consomme´e) sur
le canal f , par la taˆche t, lorsque la transition τ est exe´cute´e. Une contrainte





qcτf > 0. (6.1)
Ce faisant, l’existence de transitions sans effet sur les canaux d’entre´e/sortie est
exclue.
E´tant donne´ f ∈ F , pf et cf de´notent respectivement les taˆches productrice
et consommatrice sur le canal f . E´galement, df de´note la capacite´ du tampon
associe´ au canal f (selon le proble`me, df peut eˆtre soit une donne´e soit une
inconnue, cf. ci-apre`s).
Dans la suite de ce chapitre, on fait l’hypothe`se supple´mentaire, sans perte
de ge´ne´ralite´, que le graphe repre´sentant le re´seau de processus est (simplement)
connexe.
6.2.2 Variables et contraintes line´aires
Afin de repre´senter les e´tats du re´seau, pour tout τ ∈ ⋃t∈T {τ (0)t } ∪ At, on
introduit une variable nτ ∈ Z+ qui indique le nombre de fois que la transition τ
a e´te´ exe´cute´e pour mettre le re´seau dans un e´tat donne´. De manie`re a` ce que les
nτ repre´sentent un e´tat admissible du syste`me, un certains nombre de contraintes
(que nous allons mettre sous forme line´aire) doivent eˆtre satisfaites.
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Contraintes d’initialisation. Soit t ∈ T , la transition initiale τ (0)t doit avoir





Contraintes de conservation. Soient t ∈ T et v ∈ Vt. On doit alors avoir la
contrainte suivante 1 :∑
τ∈ω−(v)







Une telle contrainte refle`te le fait que dans un e´tat admissible du syste`me, on







alors l’e´tat du syste`me de´crit par les nτ est tel que la taˆche t est dans l’e´tat v.








On a alors γv = 0 lorsque que la taˆche t n’est pas dans l’e´tat v et 1 sinon.
Remarquons que l’e´tat v
(0)
t est duˆment exclu, dans la mesure ou` l’on ne sort
qu’une fois de cet e´tat sans jamais y entrer, par de´finition.
Contraintes d’unicite´. De plus, chaque taˆche doit eˆtre dans un et un seul





t est duˆment exclu de la somme.










quantite´s qui de´notent respectivement les quantite´s de donne´es produites et
consomme´es jusqu’a` pre´sent sur le canal f . On doit alors avoir la contrainte
e´vidente,
qpf ≥ qcf .
1. Avec les notations usuelles de la the´orie des graphes pour les ensembles d’arcs incidents
a` l’inte´rieur et a` l’exte´rieur.
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Contraintes de capacite´. Enfin, pour chaque f ∈ F , on doit e´galement avoir
la contrainte
qpf − qcf ≤ df . (6.2)
L’encadre´ 5 re´sume le syste`me line´aire d’ine´galite´s en nombres entiers ainsi
obtenu. Une solution de ce syste`me de´finit ce que nous appelons un e´tat admissible
du syste`me. Il convient de souligner, ne´anmoins, que dans la mesure ou` l’on ne
se pre´occupe pas de la manie`re avec laquelle le syste`me pourrait arriver dans un
tel e´tat, tous les e´tats admissibles ne sont pas ne´cessairement re´alisables c’est-
a`-dire accessible depuis l’e´tat initial du syste`me. Pose´ en ces termes, l’ensemble






















nτ , ∀t ∈ T, ∀v ∈ Vt,
∑
v∈Vt








nτqcτf , ∀f ∈ F ,
qpf − qcf ≥ 0, ∀f ∈ F ,





= 1, ∀t ∈ T ,
nτ ≥ 0, ∀τ ∈ ∪t∈TAt,
nτ ∈ Z, ∀τ ∈ ∪t∈TAt.
Encadre´ 5: Syste`me line´aire d’ine´galite´s en nombres entiers dont les solutions
sont les e´tats admissibles d’un DPN.
6.3. MODE´LISATION DE PROPRIE´TE´S SYSTE`MES INDE´SIRABLES 97
6.3 Mode´lisation de proprie´te´s syste`mes inde´si-
rables
6.3.1 Blocage d’une taˆche aux sens fort et faible
Dans un e´tat du re´seau donne´, une taˆche t ∈ T est dite bloque´e au sens
fort lorsqu’elle se trouve dans un e´tat v dont aucune des transitions de sortie
ne peut eˆtre exe´cute´e. Conside´rons le jeu de contraintes suivant, pour chaque
τ = (v, v′) ∈ At,


γv ≤ 0, (6.3)
qpf − qcf ≤ qcτf − 1, pour chaque f ∈ Ct, (6.4)
qcf − qpf ≤ qpτf − df − 1, pour chaque f ∈ Pt. (6.5)
Alors, pour une taˆche t donne´e, la proprie´te´ de blocage au sens fort signifie que
pour chaque τ = (v, v′) ∈ At soit la contrainte (6.3) est satisfaite ou au moins
l’une des contraintes de type (6.4) ou au moins une des contraintes de type (6.5)
est satisfaite.
Dans un e´tat du syste`me donne´, une taˆche t ∈ T est dite bloque´e au sens
faible lorsqu’elle se trouve dans un e´tat v dont toutes les transitions de sortie ne
peuvent eˆtre exe´cute´es. Conside´rons alors l’ensemble de contraintes suivant, pour
chaque t ∈ T et pour chaque v ∈ Vt,


γv ≤ 0, (6.6)
qpf − qcf ≤ qcτf − 1, pour chaq. τ = (v, v′) ∈ At, f ∈ Ct, (6.7)
qcf − qpf ≤ qpτf − df − 1, pour chaq. τ = (v, v′) ∈ At, f ∈ Pt. (6.8)
Alors, pour une taˆche t donne´e, la proprie´te´ de blocage au sens faible signifie que
pour chaque v ∈ Vt soit la contrainte (6.6) ou au moins l’une des contraintes de
type (6.7) ou au moins l’une des contraintes de type (6.8) est satisfaite.
La proprie´te´ de blocage au sens fort est adapte´e aux taˆches non de´terministes
(typiquement un select, cf. chapitre 4) alors que la proprie´te´ de blocage au sens
faible, quant a` elle, est adapte´e aux taˆches de´terministes : il est suffisant de
s’assurer que lorsqu’une taˆche est dans un e´tat donne´ toutes les transitions en
sortie de cet e´tat sont exe´cutables afin de garantir que la transition que la taˆche
doit faire (et qui est fonction de son e´tat interne qui e´chappe au mode`le) est
possible.
Lorsque le syste`me est dans un e´tat tel que toutes les taˆches sont bloque´es
(au sens fort ou faible selon les cas), on parle d’e´tat de deadlock. Un re´seau qui
admet de tels e´tats est non vivace.
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6.3.2 Conditions suffisantes de vivacite´
Bien que les de´finitions des proprie´te´s de blocage aux sens fort et faible
mettent en jeu des contraintes disjonctives, ces dernie`res peuvent eˆtre line´arise´es
a` l’aide de techniques standards (Nemhauser & Wolsey, 1999 ; Billionnet, 2007).
Il suit qu’e´tant donne´ un DPN et un vecteur de dimensionnement d ∈ Z|F |
nous avons montre´ comment formuler un syste`me line´aire d’ine´galite´s en nombres
entiers,
{x ∈ Zn : Ax ≤ b(d)} (6.9)
dont l’incohe´rence, i.e. le fait que {x : Ax ≤ b(d), x ∈ Zn} = ∅, suffit a` e´tablir
la vivacite´ du re´seau. A fortiori, l’incohe´rence de la relaxation continue de ce
syste`me, {x : Ax ≤ b(d), x ∈ Rn} = ∅, fournit e´galement une condition suffisante
plus faible certes, mais polynomiale.
Pour se fixer les ide´es, notre de´finition de la vivacite´ pour un DPN est l’ana-
logue de la proprie´te´ de pseudo-vivacite´ 2 (Diaz, 2001) de la the´orie des re´seaux de
Petri qui stipule que pour tout marquage accessible depuis le marquage initial,
il existe au moins une transition franchissable. Cette proprie´te´ est PSPACE-
comple`te dans le cas ge´ne´ral et l’on ne connait que deux cas particuliers assez
restrictifs : les re´seaux a` choix libre et les re´seaux sans conflits pour lesquels
elle est respectivement NP -comple`te et polynomiale (Esparza & Nielsen, 1994).
Cette proprie´te´ est bien e´videmment ve´rifiable, en principe, par examination du
graphe d’accessibilite´, lorsque celui-ci est fini. Dans la mesure ou` un DPN di-
mensionne´ posse`de un nombre fini d’e´tats, nous pourrions, en principe, proce´der
par examination du graphe des e´tats du syste`me. Au lieu de cela, nous cherchons
in fine a` remplacer une e´nume´ration par une autre, certes au prix d’une relaxa-
tion de l’accessibilite´, en comptant sur le fait que, par de´finition des algorithmes
sous-jacents a` un solveur de PLNE, une partie de l’e´nume´ration sera implicite 3.
Enfin, pre´cisons qu’il est possible de construire un syste`me d’addition de vec-
teurs a` e´tats (SAVE), donc un re´seau de Petri, a` partir de notre mode`le pour les
DPN mais qu’un tel SAVE posse`de un nombre exponentiel d’e´tats dans le cas
ge´ne´ral. Les e´tats de ce SAVE correspondent en effet aux sommets du produit
synchronise´ des graphes d’e´tats-transitions des taˆches.
2. Brams (1983) parle de re´seau sans blocage et la litte´rature anglo-saxonne de “deadlock
freedom” (Esparza & Nielsen, 1994). Pre´cisons e´galement que la litte´rature anglo-saxonne uti-
lise parfois le terme “deadlock” (verrou ou siphon) pour qualifier un ensemble de places qui,
lorsqu’elles ne sont pas initialement marque´es, ne pourront jamais l’eˆtre e.g., Minoux & Bar-
kaoui (1990) ; Murata (1989). Une notion connexe donc, mais autre.
3. La philosophie est ici analogue a` celle des techniques par e´nume´ration implicite des che-
mins (IPET), fonde´es sur la programmation line´aire en nombres entiers, pour les proble`mes de
majoration de temps de calcul pire cas (WCET) par analyse statique (Li & Malik, 1995).
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6.3.3 Exemples e´le´mentaires
Pour se fixer les ide´es, conside´rons l’exemple e´le´mentaire de la figure 6.1(a) ou`
chaque occurrence de la taˆche A produit deux donne´es sur le canal (A,B) et une
donne´e sur le canal (A,C), ou` chaque occurrence de la taˆche B consomme une
donne´e sur le canal (A,B) et produit une donne´e sur le canal (B,C) et ou` chaque
occurrence de la taˆche C consomme une donne´e sur le canal (B,C) et une donne´e
sur le canal (A,C), tous les tampons e´tant dimensionne´s a` 3. Ces trois taˆches sont
donc cycliques et leurs machines a` e´tats sont limite´es a` une seule transition. Si
l’on fait abstraction du dimensionnement, on se convainc aise´ment que ce re´seau
ne peut s’exe´cuter en me´moire borne´e en raison de l’accumulation syste´matique
sur le canal (A,B) d’une donne´e non consomme´e pour chaque occurrence de la
taˆche C 4. Dans le cas de ce re´seau, CPLEX nous indique imme´diatement que
l’e´tat spe´cifie´ par
nτ (A) = 5, nτ (B) = 8 et nτ (C) = 5
est une solution du syste`me (6.9) et donc, en conse´quence, qu’il s’agit d’un e´tat
de deadlock potentiel. Ce qui s’ave`re eˆtre le cas. Si, par contre, on modifie la
quantite´ produite par les occurrences de la taˆche A sur le canal (A,B) a` 1 alors
le syste`me devient incohe´rent, ce que CPLEX indique imme´diatement, e´tablissant
ainsi l’absence de deadlock sur le re´seau e´le´mentaire re´sultant.
(a) (b)
Figure 6.1 – Cf. texte.
Conside´rons maintenant le re´seau de la figure 6.1(b). Les conventions sont
identiques a` celles de l’exemple pre´ce´dent. Par contre, la taˆche S repre´sente un
switch (cf. chapitre 4) : chaque occurrence de cette taˆche consomme une donne´e
sur le canal (A, S) et produit une donne´e soit sur le canal (S,B) (premier choix)
4. Comme cet exemple rentre dans le cadre du mode`le SDF de Lee & Messerschmitt (1987)
on peut s’en convaincre en cherchant une solution non nulle pour le syste`me line´aire forme´
des e´quations npf qpf − ncfqcf = 0, ∀f ∈ F (Galea & Sirdey, 2010) ou` les nt donnent les
nombres d’occurrences pour chacune des taˆches pour ramener le re´seau depuis un e´tat initial
pre´de´termine´ (ge´ne´ralement l’e´tat a` vide) vers ce meˆme e´tat (dans le mode`le SDF, les taˆches
n’ont qu’une transition et l’on peut donc simplifier les notations en identifiant les transitions
aux taˆches).
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soit sur le canal (S, C) (second choix), de manie`re inde´termine´e (au niveau du
mode`le). En d’autres termes, les taˆches A, B, C etD sont cycliques et repre´sente´es
par des machines a` e´tats a` une transition, alors que celle de la taˆche S comporte
deux transitions, le choix entre les deux se faisant de manie`re non de´terministe.
Abstraction faite du dimensionnement, il est clair que ce re´seau ne peut s’exe´cuter
syste´matiquement en me´moire borne´e. En effet, la taˆche S peut “choisir” inde´-
finiment de produire sur le canal (S, C) conduisant ainsi a` une accumulation non
borne´e de donne´es sur le canal (C,D). Dans le cas de ce re´seau, CPLEX nous
indique imme´diatement que l’e´tat spe´cifie´ par
nτ (A) = 9, nτ (S→C) = 6, nτ (B) = 0, nτ (D) = 0 et nτ (C) = 3
est une solution du syste`me (6.9), ou` τ (S→C) de´note la transition de S qui produit
dans le canal (S, C). D’ou` un e´tat de deadlock. En effet, A ne peut eˆtre exe´cute´e
car le tampon (A, S) est sature´, S (on suppose que S “veut” prendre son second
choix) ne peut eˆtre exe´cute´e car le tampon (S, C) est sature´ et, enfin, C ne peut
eˆtre exe´cute´e car le tampon (C,D) est sature´. Ce qui se passe sur la branche
associe´e au premier choix de S n’est pas pertinent au sens ou` si la taˆche S “veut”
faire son second choix alors le re´seau est bel et bien bloque´.
D’autres exemples plus e´labore´s sont donne´s dans Aubry (2009).
6.4 Exe´cution en me´moire borne´e d’un DPN
6.4.1 Monotonie par rapport au dimensionnement
Comme l’ont montre´ Lee & Parks (1995), et comme nous l’avons de´ja` men-
tionne´ au chapitre 4, le formalisme DPN est e´quivalent au formalisme des re´seaux
de processus de Kahn (KPN). Il suit que les DPN posse`dent la meˆme proprie´te´
de de´terminisme que les KPN : pour un jeu d’entre´es fixe´, les donne´es qui cir-
culent sur les canaux ne sont pas de´pendantes de la trace d’exe´cution du re´seau.
Cette proprie´te´ fort pratique permet, pour un jeu d’entre´es fixe´, de de´river des
proprie´te´s ge´ne´rales sur le re´seau a` partir de proprie´te´s exhibe´es par des traces
d’exe´cution singulie`res.
Le formalisme des KPN se base sur des lectures bloquantes et des e´critures
non bloquantes sur les canaux, dans certains cas cela peut induire une exigence
de me´moire infinie sur certains canaux. Ne´anmoins, un KPN K soumis a` une
contrainte de capacite´ sur ses canaux peut facilement eˆtre converti en un autre
KPNK(d) (d ∈ Z+n) : il suffit pour cela d’associer a` chacun des canaux du re´seau
un canal de re´troaction et de modifier les processus de manie`re a` ce qu’avant
d’e´crire dans un canal donne´, un processus lise dans le canal de re´troaction associe´,
les canaux de re´troaction e´tant initialement munis d’une quantite´ de donne´es
non consomme´es e´gale a` la capacite´ du canal correspondant. Bien entendu, les
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proprie´te´s du KPN non contraint ne sont ge´ne´ralement pas pre´serve´es par cette
transformation et, en particulier, K(d) peut ne pas eˆtre vivace alors que K l’est.
Par essence, la proprie´te´ de vivacite´ de´finie a` la section pre´ce´dente est suffi-
sante pour garantir que, pour tout jeu d’entre´es, une quantite´ de donne´es non
borne´e circule sur au moins un des canaux du re´seau. Partons de l’hypothe`se
que KPN K(d) est vivace, alors une conse´quence directe de la proprie´te´ de
de´terminisme des KPN est que tout KPN K(d′) avec d′ ≥ d (i.e., ∀f ∈ F ,
d′f ≥ df) est aussi vivace. En effet, la vivacite´ de K(d) implique que, pour tout
jeu d’entre´es α, toute trace d’exe´cution ω(α) deK(d) est telle qu’une quantite´ non
borne´e de donne´es circule sur au moins un des canaux et ω(α) est aussi une trace
d’exe´cution valide pour K(d′). En conse´quence par la proprie´te´ de de´terminisme
de´ja` e´voque´e, toutes les traces d’exe´cution de K(d′) sur le jeu d’entre´es α sont
aussi telles qu’une quantite´ non borne´e de donne´es circule sur au moins un des
canaux du re´seau. Il suit que K(d′) est vivace.
Donc, e´tant donne´ un DPN, si l’on peut trouver d ∈ Z|F | tel que {x : Ax ≤
b(d), x ∈ Zn} = ∅ ou {x : Ax ≤ b(d), x ∈ Rn} = ∅, alors pour tout d′ ∈ Z|F | tel
que d′ ≥ d, le DPN en question est vivace.
6.4.2 Exe´cution bornable en me´moire
Repartons du syste`me en nombres entiers (6.9), posons df = z (∀f ∈ F ) et
conside´rons le programme line´aire en nombres entiers suivant :

zIP = Maximiser z
s. l. c.
A′y ≤ b′,
y ∈ Zn+1, (6.10)
ou` le vecteur y est obtenu par concate´nation du vecteur x et du scalaire z. Ce
programme se de´rive directement du syste`me (6.9) en remplac¸ant df par z dans
les contraintes (6.2) ainsi que dans les contraintes (6.5) ou (6.8) (selon lesquelles
des deux s’appliquent) et en de´plac¸ant z dans le membre gauche.
En conse´quence de la proprie´te´ de monotonie e´tablie a` la section 6.4.1, une
solution du programme ci-dessus fourni la plus grande valeur de z telle que le
re´seau n’est pas vivace et, par conse´quent, pour tout vecteur de dimensionnement
d ∈ Z|F | tel que ∀f ∈ F , df ≥ zIP le re´seau est garanti vivace. Trois cas peuvent
alors se pre´senter. Cas 1 : le programme n’admet pas de solution, un cas de´ge´ne´re´
qui ne se pre´sente que dans le cas d’un re´seau sans canaux (puisque, par la
contrainte (6.1), il n’y a pas de transition sans effet). On ignore donc ce cas. Cas
2 : zIP <∞, ce qui est suffisant pour e´tablir que le re´seau est vivace et bornable
en me´moire. Cas 3 : zIP = ∞ cas dans lequel on ne peut conclure quant a` ces
deux proprie´te´s. De plus, quand zIP <∞, poser df = zIP + 1 (∀f ∈ F ) donne un
dimensionnement (pre´sume´ petit) des canaux garantissant la vivacite´.
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De nouveau, il est possible de conside´rer la relaxation continue zLP du pro-
gramme (6.10). En particulier, lorsque l’on cherche uniquement a` de´terminer si
zIP < ∞, c’est-a`-dire si le re´seau peut eˆtre exe´cute´ en me´moire borne´e, alors il
est ne´cessaire et suffisant de de´terminer si zLP < ∞ car zIP < ∞ ⇔ zLP < ∞.
En effet, un re´sultat bien connu de la the´orie des polye`dres (Nemhauser & Wol-
sey, 1999) indique que si l’enveloppe entie`re PI d’un polye`dre rationnel P (i.e.,
l’enveloppe convexe des vecteurs a` valeurs entie`res de P ) est non vide alors
max{cx : x ∈ P} est borne´ si et seulement si max{cx : x ∈ PI} l’est aussi.
Dans la mesure ou` (trivialement) ∅ 6= {y : A′y ≤ b′, y ∈ Zn+1}, ce re´sultat s’ap-
plique au programme (6.10) et a` sa relaxation. Il suit que zLP < ∞ fournit une
condition suffisante polynomiale permettant d’e´tablir l’exe´cution sans deadlock,
bornable en me´moire, d’un DPN qui est e´quivalente a` zIP <∞.
A` noter que la pre´sente proprie´te´ d’exe´cution bornable en me´moire n’est pas
analogue a` la proprie´te´ de bornitude (boundedness) d’un re´seau de Petri. Cette
dernie`re proprie´te´ requiert en effet qu’il ne soit en aucun cas possible d’accumuler
une quantite´ non borne´e de jetons dans une place, et ce de manie`re intrinse`que au
couple re´seau/marquage initial. Au contraire, ici, aucun dimensionnement n’e´tant
a priori donne´, on cherche s’il existe un dimensionnement fini permettant de
contraindre l’exe´cution en me´moire borne´e sans pour autant invalider la vivacite´
du re´seau. En ce sens, la proprie´te´ de bornitude de la the´orie des re´seaux de
Petri est une condition suffisante mais non ne´cessaire pour l’exe´cution bornable
en me´moire dans le sens ou` nous l’entendons ici.
6.4.3 Remarques sur les aspects algorithmiques
Bien que zLP peut eˆtre calcule´ en temps polynomial, il est a` pre´voir, lorsque
zLP <∞, que l’e´cart, zLP− zIP, puisse eˆtre important. A` titre d’exemple, pour le
re´seau de la figure 6.1(a) ou` toutes les productions et consommations seraient a`
3, on obtient zLP = 6 (versus zIP = 2), donc une borne de bon fonctionnement de
7 (versus 3). Remarquons ne´anmoins que sur cet exemple, les tailles minimums
de tampons permettant de faire fonctionner toutes les taˆches en paralle`le sont de
6, 6 et 9 pour les canaux (A,B), (B,C) et (A,C), respectivement.
Lorsque l’on cherche a` obtenir une borne serre´e sur la taille des canaux il
devient ne´cessaire de re´soudre le programme en nombres entiers (6.10), ou tout
au moins de renforcer sa relaxation. Il convient alors de souligner que le polye`dre
PI = {y : A′y ≤ b′, y ∈ Zn+1} (rappelons que l’enveloppe entie`re d’un polye`dre
est e´galement un polye`dre) n’est ge´ne´ralement pas un polytope (puisque les nτ
ne sont pas ne´cessairement borne´s). En conse´quence, dans le cas ge´ne´ral, un
algorithme qui proce´derait par e´nume´ration des points entiers a` l’inte´rieur du
polye`dre, comme c’est le cas de la majeure partie des solveurs sur e´tage`re, peut
ne pas terminer. Pour garantir la terminaison, il conviendrait donc d’utiliser une
approche par plans coupants, a` l’image de l’algorithme des coupes de Gomory




Nous avons donc pre´sente´, d’une part, une condition suffisante de vivacite´
pour un DPN dimensionne´ et, d’autre part, une me´thode suffisante pour trou-
ver un dimensionnement fini et suˆr des tampons, en temps polynomial, lors-
qu’un tel dimensionnement existe (au sens ou` il existe des re´seaux bornables
en me´moire que notre me´thode conside´rera ne pas avoir cette proprie´te´ mais la
re´ciproque est fausse). Ces deux approches peuvent eˆtre combine´es afin de donner
une me´thode de dimensionnement : on commence tout d’abord par re´soudre la
relaxation line´aire du programme (6.10), afin d’obtenir une borne de bon fonc-
tionnement dmax = dzLPe (ou zLP + 1 lorsque zLP est entier) sur la taille des
canaux du DPN (si dmax =∞ alors stop), puis, sur la base d’un ordre lexicogra-
phique sur les canaux, on proce`de a` la recherche par dichotomie d’une dimension
critique canal par canal. Plus pre´cise´ment, soit F0 l’ensemble des canaux de´ja`
dimensionne´s et soit f0 le prochain (dans l’ordre lexicographique) canal que l’on
cherche a` dimensionner, on proce`de par dichotomie sur d0 ∈ {1, . . . , dmax} par




df si f ∈ F0,
d0 si f = f0,
dmax sinon.
Dans une logique d’algorithme a` de´marrages multiples, on pourra exe´cuter cet al-
gorithme sur plusieurs ordres lexicographiques et conserver le dimensionnement le




Il n’aura pas e´chappe´ au lecteur que ces travaux sont destine´s a` des mode`les
de calcul plus ge´ne´raux que celui sous-jacent au langage ΣC. Ceci dans la mesure
ou` ce dernier, comme nous l’avons vu au chapitre 4, est bien moins ge´ne´ral que
celui des DPN. En l’occurrence, les outils d’analyse formelle pre´sente´s dans ce
chapitre ont initialement e´te´ pense´s pour le mode`le de calcul sous-jacent a` un
autre langage que nous avons e´galement contribuer a` concevoir, le langage τC
(Goubier et al., 2008b), qui n’est autre que le mode`le DPN. Ce langage, qui
avait initialement e´te´ propose´ dans le cadre du projet Syste´matic Te´raops, est en
quelque sorte le dual du langage ΣC : plus puissant sur le plan de l’expressivite´
mais plus de´licat a` maˆıtriser sur le plan formel et a` compiler efficacement.





Ce chapitre re´sume succinctement les travaux re´alise´s dans le cadre de la the`se
de Sergiu Carpov (Carpov, 2011) que nous avons co-encadre´e avec Jacques Carlier
et Dritan Nace. Dans cette the`se, Sergiu s’est attache´ a` mode´liser et a` re´soudre
un certain nombre de proble`mes d’ordonnancement d’actions de pre´chargement
de donne´es depuis un niveau d’une hie´rarchie me´moire vers un niveau plus bas
a` acce`s plus rapide (typiquement, depuis une me´moire externe vers la me´moire
interne des clusters d’une architecture du type celle e´voque´e au chapitre 4), ainsi
que des taˆches de calcul associe´es a` ces donne´es. Nous avons e´galement donne´
une dimension spe´culative a` certains de ces proble`mes afin de tenir compte de
structures de branchement conditionnel, en particulier dans les re´seaux de pro-
cessus flots de donne´es. Le pre´chargement est l’action de chargement des donne´es
avant d’en avoir effectivement besoin. Le pre´chargement devient spe´culatif si cette
action est re´alise´e avant de savoir si l’on aura effectivement besoin des donne´es.
Sergiu a soutenu sa the`se le 14 octobre 2011. Depuis le 20 octobre 2011, il est
inge´nieur-chercheur au CEA.
7.2 E´tude d’une structure de branchement e´le´-
mentaire
Afin de commencer par des proble`mes relativement e´pure´s, nous avons e´tudie´
les strate´gies de pre´chargement optimales pour une structure de branchement
conditionnel flot de donne´es a` n sorties (un switch au sens du chapitre 4) relative-
ment a` plusieurs fonctions e´conomiques en particulier l’espe´rance mathe´matique
du temps d’exe´cution et le temps pire cas.
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Ces travaux ont fait l’objet d’un article dans les actes de l’International Sym-
posium on Combinatorial Optimization (Carpov et al., 2010b).
7.2.1 Mode`le
On conside`re donc ici une structure de branchement e´le´mentaire a` n sorties
telle que repre´sente´e a` la figure 7.1. Une telle structure posse`de un canal d’entre´e,
un canal de controˆle et n canaux de sortie. Lorsqu’une donne´e se pre´sente sur le
canal d’entre´e, elle est (fonctionnellement) reproduite sur l’unique canal de sortie
spe´cifie´ par le canal de controˆle et, ce faisant, la taˆche de traitement connecte´e a`































Figure 7.1 – Structure de branchement conditionnel a` n sorties.
7.2.2 Minimisation de l’espe´rance du temps d’exe´cution
On note ρi le temps de chargement des donne´es desquelles de´pendent l’exe´cu-
tion de la taˆche Ti et τi le temps de d’exe´cution de cette taˆche. Soit pi la proba-
bilite´ de se´lection de la i-e`me branche 1 et soit T le temps de pre´chargement.
Pour ce qui est du crite`re d’espe´rance mathe´matique du temps d’exe´cution,
nous avons montre´ qu’une strate´gie de pre´chargement optimale s’obtient par
simple re´solution d’un proble`me de sac a` dos continu et consiste a` pre´charger
les branches dans l’ordre de´croissant des pi. Ce re´sultat, bien qu’e´le´mentaire,
n’est pas de´pourvu d’inte´reˆt. En effet, il nous donne, pour ce premier crite`re, une
strate´gie de pre´chargement optimale, non pre´emptive (les donne´es des branches
pre´charge´es le sont inte´gralement, exception faite possiblement de la dernie`re)
et monotone par rapport au temps de pre´chargement T (qui est en ge´ne´ral une
variable ale´atoire).
1. Supposer connues ces probabilite´s n’est pas de´raisonnable dans un contexte de compilation
ite´rative (cf. chapitre 4).
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7.2.3 Minimisation du temps d’exe´cution pire cas
Dans le cas du temps d’exe´cution pire cas, nous nous sommes e´galement res-
treint, en raison de leurs bonnes proprie´te´s, a` des strate´gies non pre´emptives et




ou` D est le support du temps de pre´chargement et ou` fσ(T ) donne le temps
d’exe´cution pire cas induit par l’ordre σ, lorsque le temps de pre´chargement est
T . Pose´ en ces termes, ce proble`me revient a` minimiser l’espe´rance mathe´matique
du pire temps d’exe´cution sous l’hypothe`se que le temps de pre´chargement est
uniforme´ment re´parti sur D. En supposant que les branches sont ordonne´es par
τi + ρi de´croissant et en utilisant les proprie´te´s de monotonie des fonctions fσ,
nous avons pu e´tablir une re`gle de dominance permettant de ramener le proble`me
a` la recherche d’un plus court chemin dans un graphe particulier a` n+1 sommets







Figure 7.2 – Voir texte.
7.3 Proble`mes de flowshop hybride
Afin de faire le lien entre ces travaux et le mode`le d’exe´cution cadence´ par
un ordre partiel pre´sente´ a` la section 4.3, nous avons introduit un mode`le de
flowshop hybride prenant en compte des contraintes de pre´ce´dence.
Ces travaux font l’objet d’un article a` paraˆıtre dans le journal Computers &
Operations Research (Carpov et al., 2012).
2. Par contre, on se convainc aise´ment que de telles strate´gies ne sont pas ne´cessairement
optimales pour le temps d’exe´cution pire cas.
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7.3.1 Mode`le
Notre mode`le de flowshop hybride consiste en la donne´e d’un ensemble de
n travaux de´compose´s en deux ope´rations. Pour le travail i, la premie`re e´tape
consiste a` re´aliser la premie`re ope´ration (de dure´e ai) sur une unique machine puis
la seconde e´tape consiste a` re´aliser la seconde ope´ration (de dure´e bi), de manie`re
non pre´emptive, sur l’une quelconque de m machines paralle`les identiques. Il n’y
a pas de contraintes d’ordonnancement sur les ope´rations de la premie`re e´tape.
Il y a par contre un ensemble de contraintes de pre´ce´dence, spe´cifie´es par un
graphe oriente´ sans circuit, entre les ope´rations de la seconde e´tape. Pour revenir
au mode`le d’exe´cution de la section 4.3, les travaux sont les occurrences des
taˆches qui sont divise´es en deux ope´rations (chargement des donne´es externes
puis calcul proprement dit), l’unique machine de la premie`re e´tape repre´sente un
moteur DMA et les m machines de la seconde e´tape, les processeurs de calcul.
Nous nous sommes inte´resse´s a` la minimisation du temps total d’exe´cution
(makespan) dans le cas de deux variantes de ce mode`le, selon que l’on autorise
(variante avec attente) ou pas (variante sans attente) la possibilite´ d’un temps
mort entre la fin de l’exe´cution de la premie`re ope´ration d’une taˆche et le de´but
de l’exe´cution de la seconde.
7.3.2 Bornes infe´rieures
Pour ce proble`me, nous avons introduit plusieurs bornes infe´rieures globales,
dans l’optique de pouvoir les coupler a` des algorithmes de re´solution approche´e
afin d’obtenir des e´valuations par exce`s de distances a` l’optimum. Une premie`re


















Dans un premier temps, Nous avons ame´liore´ cette borne en adaptant deux
bornes propose´es par Gupta (1988) pour le proble`me de flowshop hybrique sans
contraintes de pre´ce´dence, justement en tirant parti de ces contraintes. Le prin-
cipe de la premie`re de ces bornes, GLB11, repose sur une minoration du temps
mort cumule´ (ne´cessairement strictement positif) sur les m machines paralle`les
pendant l’exe´cution des m+1 premiers travaux 3, suivant l’ordre topologique sur
le graphe de de´pendances, induit par la se´rialisation des ope´rations sur la premie`re
machine (cf. figure 7.3(a)). Le principe de la seconde de ces bornes, GLB21, repose
sur une minoration de la plus grande dure´e re´siduelle de travail (ne´cessairement
strictement positive) induite sur les m machines paralle`les par l’exe´cution des m
derniers travaux, suivant l’ordre topologique sur le graphe de de´pendances, une
fois toutes les premie`res ope´rations re´alise´es sur la premie`re machine (cf. figure
3. On suppose n >> m.
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7.3(b)). Une premie`re borne infe´rieure globale, GLB1, s’obtient alors en prenant
le maximum de ces deux bornes.
1st stage








Figure 7.3 – Cf. texte.
Dans la veine des travaux de Carlier & Pinson (1994), nous avons de´fini une
autre borne base´e sur les dates de disponibilite´ (heads) et les dure´es de latence




i ) la date de disponibilite´ de





i ) la dure´e de latence pour la premie`re (respectivement pour





i + bi + q
(2)
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i (contraintes de pre´ce´dence intra-travaux, contraintes de pre´ce´dence
inter-travaux, contraintes impose´es par des relaxations, etc.) nous avons construit
une borne, GLB2, consistant a` trouver, par dichotomie, la plus grande valeur L
compatible avec ces contraintes. Nous avons e´galement commence´ a` ge´ne´raliser
ces travaux sur l’ajustement des dates de disponibilite´ et des dure´es de latence
dans le cas stochastique (Carpov et al., 2011a).
Dans nos expe´rimentations (Carpov et al., 2012), sur les deux variantes sus-
mentionne´es, GLB2 domine GLB1 dans 60 a` 70% des cas et GLB1 domine GLB2
dans environ 10% des cas. Les deux bornes ont donc un inte´reˆt pratique.
7.3.3 Algorithme de re´solution
En comple´ment des bornes infe´rieures globales pre´sente´es a` la section pre´ce´-
dente, et afin d’obtenir des solutions, nous avons conc¸u un algorithme de liste
randomise´. Cet algorithme se base sur deux re`gles de priorite´. La premie`re cor-
respond a` la re`gle CP/MISF (Critical Path/Most Immediate Successor First) de
Kasahara & Narita (1984) la seconde est une variante de la re`gle ETF (Earliest
Time First) de Hwang et al. (1989).
Le sche´ma de randomisation de cet algorithme est une adaptation de celui
propose´ par Hart & Shogan (1987) pour les algorithmes gloutons et couramment
utilise´ dans les algorithmes de type GRASP (Sirdey et al., 2010). SoitR l’ensemble
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des jobs preˆts et soit pmin = minj∈R pj et pmax = maxj∈R pj, alors au lieu de choisir
syste´matiquement le job argmaxj∈Rpj, on tire le prochain job uniforme´ment dans
l’ensemble
{j ∈ R : pj ∈ [pmax − α(pmax − pmin), pmax]}
avec α ∈ [0, 1]. Lorsque α = 0 on a un algorithme de liste (avec de´partage des
e´gaux ale´atoire), lorsque α = 1 on a un algorithme ale´atoire. Bien entendu, il faut
choisir une valeur pour le parame`tre α. Dans la veine des strate´gies de GRASP
dites re´actives (Prais & Ribeiro, 2000), nous ajustons la valeur du parame`tre α
en fonction de statistiques sur la qualite´ des solutions engendre´es. Par contre,
sans effets expe´rimentaux significatifs en de´faveur de cette approche, nous avons
simplement proce´de´ en deux phases. Une premie`re phase collecte des statistiques
sur les solutions sur un ensemble fini, A, de valeurs de α (typiquement l’intervalle






ou` Smax est la valeur de la meilleure solution obtenue durant la premie`re phase
(toutes valeurs de α confondues) et ou` Sα0 est la meilleure solution obtenue,
pendant cette meˆme phase, avec α = α0. La loi de probabilite´ (7.1) est alors
utilise´e, dans une seconde phase, pour re´partir un budget d’ite´rations entre les
diffe´rentes valeurs de α selon la re`gle
Nα0 = piα0N
ou` N est le nombre total d’ite´rations de la seconde phase, et ou` Nα0 est le nombre
de ces ite´rations qui seront re´alise´es avec α = α0 (la moitie´ e´tant re´alise´es avec
la premie`re re`gle de priorite´, l’autre moitie´ avec la seconde).
Dans nos expe´rimentations (Carpov et al., 2012), nous pu mettre en e´vidence
que cet algorithme, associe´ aux bornes de la section 7.3.2, fournissait des solutions
prouve´es eˆtre a` moins de (de l’ordre de) 2% de l’optimum dans le cas de la
variante avec attente et a` moins de (de l’ordre de) 5% de l’optimum dans le
cas sans attente. Ce travail et ces re´sultats sont tout a` fait en phase avec notre
philosophie de re´solution pratique des proble`mes combinatoires difficiles : associer
une heuristique adapte´e a` une borne infe´rieure globale de bonne qualite´ afin de
majorer aussi peu conservativement que possible la distance a` l’optimum 4. Dans
ce contexte, l’utilisation de la borne ne se re´sume pas a` une passe de validation
expe´rimentale, cette dernie`re fait partie inte´grante de l’algorithme de re´solution.
4. C’est de´ja` ce que nous avions fait dans notre the`se de doctorat, en associant une borne
polye`drale et un algorithme de recuit (Sirdey, 2007c), cf. chapitre 2.
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7.4 Gestion de la me´moire pour un DAG
Dans le cadre de la the`se de Sergiu, certes un peu en marge du sujet prin-
cipal mais en continuation de ses travaux de stage de Master Recherche, nous
avons e´galement travaille´ sur un proble`me d’estimation du degre´ de paralle´lisme
d’une application, suppose´e fortement paralle`le et mode´lise´e par un graphe oriente´
sans circuit (DAG) dont les sommets repre´sentent des calculs et les arcs des
de´pendances, induit par une contrainte de bande passante me´moire. Cette pro-
ble´matique a donne´ lieu a` des proble`mes combinatoires NP-difficiles originaux
pour lesquels nous avons exhibe´ des cas particuliers polynomiaux et conc¸u des
algorithmes de re´solution exacte (branch-and-bound) et approche´e (heuristiques
ad hoc)
Ces travaux ont fait l’objet d’un article dans les actes de la 17e`me Inter-
national Computing and Combinatorics Conference (Carpov et al., 2011b) ainsi
que d’une pre´sentation au workshop on Combinatorial Optimization for Embed-
ded System Design de la 7e`me International Conference on Integration of Artifi-
cial Intelligence and Operations Research techniques in Constraint Programming
(Carpov et al., 2010a).
7.5 Discussion
Il convient de souligner que les travaux de the`se de Sergiu ont vocation a` eˆtre
valorise´s dans le cadre de la chaˆıne de compilation du langage ΣC (cf. chapitre
4). En particulier, soulignons que le proble`me de flowshop hybride e´tudie´ (section
7.3) repre´sente fide`lement le mode`le d’exe´cution a` cadencement par un temps lo-
gique vectoriel expose´ a` la section 4.3. Il trouvera donc une pertinence pratique
directe lorsqu’il s’agira de permettre l’exe´cution d’applications dont l’empreinte
me´moire est trop importante pour la plateforme, en particulier pour ce qui est
des donne´es supports des taˆches (code, constantes, etc.), un cas qui est loin d’eˆtre
the´orique (nous pensons notamment a` certains algorithmes de reconnaissance des
formes, a` la radio cognitive ainsi qu’aux standards d’encodage vide´o de prochaine
ge´ne´ration). Dans ce dernier contexte, il en est e´galement de meˆme pour les tra-
vaux re´sume´s a` la section 7.2 sur une structure de branchement e´le´mentaire. Ceci
dans la mesure ou` meˆme si l’on a dote´, dans le langage ΣC, ces structures d’une
se´mantique re´gularise´e pour ce qui est des quantite´s produites et consomme´es
dans les canaux, les taˆches restent conditionnellement exe´cute´es et leurs donne´es
supports n’ont donc pas a` eˆtre syste´matiquement charge´es. Il reste ne´anmoins a`
de´finir un cadre pratique permettant d’articuler ces deux approches.
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Travaux en cours et perspectives
En termes de perspectives, il est tout d’abord pertinent d’indiquer que le
domaine de l’embarque´ nous semble eˆtre une source intarissable de proble`mes
combinatoires varie´s et inte´ressants.
Ce me´moire ne pouvait pas eˆtre exhaustif. A` titre d’exemple, nous avons
re´cemment travaille´ avec Thomas Megel sur l’optimisation du nombre de pre´emp-
tions et de migrations de taˆches induit dans les ordonnancements temps re´el
pre´emptifs sur multiprocesseur syme´trique. Cette approche combine une par-
tie hors-ligne base´e sur la re´solution d’un programme line´aire en nombres en-
tiers ade´quat 5 et une partie en-ligne base´e sur une technique de commutation
de taˆches originale. Ces travaux ont fait l’objet d’un article dans les actes du
31st IEEE Real-Time Systems Symposium (Megel et al., 2010). Dans la meˆme
veine, avec Kods Trabelsi et Mathieu Jan, chercheurs au sein de mon laboratoire
d’appartenance, nous travaillons actuellement sur l’optimisation de la consom-
mation induite dans de tels ordonnancements pre´emptifs. A` l’image des travaux
pre´ce´demment cite´s ci-dessus, notre approche comprend une partie hors-ligne
qui consiste a` utiliser la solution d’un programme line´aire en nombres entiers
ade´quat pour piloter finement des fonctionnalite´s processeur de type variation de
fre´quence et autre mode IDLE. Ces travaux sont en cours de publication.
De meˆme, les mode`les et les algorithmes de re´solution des proble`mes de pla-
cement/routage pre´sente´s au chapitre 5 devront eˆtre e´tendus d’une part pour
tenir compte d’architectures “multimulticœurs” a` plusieurs niveaux de hie´rarchie
(cartes multipuces, clusters de cartes multipuces) et ainsi ge´ne´raliser nos outils
d’optimisation au contexte du supercalcul embarque´ voire du supercalcul tout
court. Ceci aura des conse´quences en termes de complexite´ des mode`les d’une
part et en termes de taille des instances. De la meˆme manie`re, ces meˆmes mode`les
et algorithmes de re´solution vont aussi devoir eˆtre e´tendus pour tenir compte
des proble`mes de rendement lithographique et, plus ge´ne´ralement, de tole´rance
aux pannes par ge´ne´ration hors-ligne de plans de reconfiguration (migrations de
taˆches, reroutages) associe´s a` des sce´narios de de´faillances (niveau cluster voire
plus bas). Il est d’ailleurs a` pre´voir que nos travaux de the`se, re´sume´s au chapitre
2, trouvent, dans ce contexte, de nouvelles applications. Des premiers travaux
5. NP -difficile par restriction a` 3-partition mais raisonnablement traitable pour les tailles
d’instances pratiques a` l’aide de solveurs sur e´tage`re, CPLEX notamment.
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en ce sens ont e´te´ re´alise´s en collaboration avec Thomas Megel et sont en cours
de publication. D’autres travaux sont a` pre´voir dans le domaine de la compila-
tion paralle`le en matie`re de dimensionnement des tampons associe´s aux canaux,
d’optimisation du cadencement, de prise en compte d’aspects stochastiques (cf.
paragraphe suivant), etc. Avec a` la clef, des perspectives d’industrialisation quasi-
imme´diates.
Un autre axe de perspectives concerne la programmation stochastique et l’op-
timisation robuste. En effet, comme nous l’avons de´ja` e´voque´ a` la section 5.3,
les proble`mes rencontre´s dans le domaine de l’embarque´ ont une caracte´ristique
commune : la pre´sence de donne´es intrinse`quement incertaines, tels, par exemple,
des temps d’exe´cution ou des latences re´seau, dans leurs e´nonce´s. Les techniques
d’optimisation robustes ou sous contraintes probabilistes trouvent la` un champ
d’application privile´gie´ que nous avons commence´ a` explorer, dans un premier
temps, via le proble`me de partitionnement stochastique de graphe pre´sente´ dans
ce me´moire. Ce chantier est e´galement adresse´ dans le cadre de la the`se d’Oana
Stan qui a de´bute´e en novembre 2010. Il s’agit d’une the`se dont le spectre appli-
catif est assez large et dont l’objet est d’aborder une large gamme des proble`mes
d’optimisation pose´s dans le contexte de la compilation pour l’embarque´ sous
l’angle de la programmation stochastique afin de proposer des mode`les ade´quats,
des me´thodes de re´solution ope´rationnelles ainsi que d’e´tudier l’apport effectif
de ces techniques au domaine : meilleure maˆıtrise de la fiabilite´ (et non de la
suˆrete´) de syste`mes temps re´el critiques, meilleure maˆıtrise du dimensionnement
de syste`mes temps re´el non critiques, estimation du degre´ de robustesse d’un
syste`me, etc. Les travaux re´alise´s dans ce contexte ont de´ja` fait l’objet d’un pre-
mier article de positionnement dans les actes de l’E´cole d’E´te´ Temps Re´el 2011
(Stan et al., 2011).
Cette exigence de robustesse, ainsi que l’ave`nement des stations de travail
multicœurs, rend incontournable le de´veloppement d’algorithmes paralle`les pour
la re´solution exacte ou approche´e et ope´rationnelle de ces proble`mes. Dans le
cadre du stage de Benoˆıt Maurin, nous avons pu commencer a` tester quelques
ide´es de paralle´lisation de codes d’optimisation, que ce soit en re´solution ap-
proche´e (recuit simule´ paralle`le avec spe´culation sur les rejets, notamment), en
re´solution exacte (branch-and-bound) ou en prise en compte d’aspects stochas-
tique (en cherchant a` atte´nuer l’augmentation de la complexite´ des mode`les par
recours au paralle´lisme), en allant jusqu’a` l’imple´mentation et l’exe´cution sur un
calculateur a` 48 cœurs avec me´moire unifie´e (Maurin & Sirdey, 2011). Cet axe de
recherche fera vraisemblablement l’objet d’une the`se qui de´marrera fin 2012.
Depuis fin 2010, je renoue (officiellement) avec la cryptologie et la se´curite´
des syste`mes d’informations 6. Je m’inte´resse en particulier aux syste`mes de chif-
6. Domaine dans lequel j’ai e´te´ particulie`rement actif en de´but de carrie`re par des travaux
industriels sur les algorithmes d’authentification, de ge´ne´ration de clefs et d’ale´as pour les
standards GSM et UMTS puis, autour de 2007, par la conception d’infrastructures se´curitaires
permettant de connecter une BTS a` son BSC via un re´seau paquet non se´curise´ (notamment
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frement homomorphiques, aux circuits de Yao et, plus ge´ne´ralement, aux cryp-
tosyste`mes permettant de re´aliser des calculs sur les chiffre´s ayant un sens dans
le domaine des clairs ainsi qu’aux proble`mes pose´s par la mise en œuvre efficace
de sche´mas de ce type sur des cas applicatifs concrets (e.g., pattern matching
dans des textes chiffre´s, requeˆtes “a` la SQL” dans des bases de donne´es chiffre´es,
inspection de paquets a` crite`res masque´s, etc.). Ces activite´s de recherche mon-
teront en puissance durant l’anne´e 2011 notamment par l’encadrement du stage
de Master Recherche puis de la the`se de Simon Fau, consacre´s a` ces techniques,
cette dernie`re devant commencer a` l’automne 2011. E´galement, en de´cembre 2010,
j’e´bauche une infrastructure syste`me comple`te et pratique d’authentification et,
surtout, de se´curisation de l’exe´cution adapte´e a` la couche d’Infrastructure-as-a-
Service (IaaS) du mode`le de Cloud Computing (Sirdey, 2010). Sur le plan de la
confidentialite´, cette infrastructure est robuste contre toute compromission logi-
cielle, y compris lorsque cette compromission touche le niveau de l’hypervision,
le plus bas et le plus pre´judiciable. Ces travaux servent de base structurante a` un
projet interne CEA visant a` prototyper un support d’exe´cution traitant des flux
chiffre´s d’instructions et de donne´es (Sirdey, 2011) et dont je me suis vu confie´ la
responsabilite´.
Autant dire, en guise de conclusion, qu’entre paralle´lisme, compilation, opti-
misation et cryptologie, ces prochaines anne´es ne devraient pas eˆtre moins pas-
sionnantes que les pre´ce´dentes.
dans le contexte du chapitre 3).
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